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Vorwort. 



In den Kompendien der niederen Geodäsie pflegt die 
Betschreibung und Abbildung der Instrumente einen beträcht- 
lichen Raum einzunehmen; in einem Bande einer Sammlung 
mathematischer Lehrbücher durfte davon abgesehen werden, 
zumal der Umfang nicht wesentlich vermehrt werden konnte. 
Damit hingen andere Einschränkungen, z. B. bei der Flächen- 
messung mit Planimetem und bei der Tachymetrie zusammen, 
da auf diesen Gebieten die einzelnen Instrumentkonstruktionen 
berücksichtigt werden müssen. 

Der Inhalt war für die Horizontalmessungen im all- 
gemeinen durch die Preußischen Vermessungsanweisungen vor- 
gezeichnet; während aber auf die Meßtischaufiiahmen ver- 
zichtet wurde, schien es angezeigt, der Photogrammetrie ein 
Kapitel einzuräumen.* Bei den Vertikalmessungen ist für die 
Nivellements, die gewissermaßen für sich dastehen, innerhalb 
der gebotenen Grenzen einige Vollständigkeit erstrebt worden, 
um so mehr, als auf diesem Gebiete die Anforderungen an 
die Genauigkeit rasch mit der Ausdehnung der Messungen 
wachsen, ohne daß in gleichem Verhältnis die Arbeit und 
die Kosten sieh steigern. In anderen Teilen war die Aus- 
wahl aus dem reichen Stoff, wie zugegeben werden muß, 
mehr oder weniger willkürlich und durch das persönliche 
Interesse des Bearbeiters beeinflußt. In dieser Hinsicht möge 
auf die Stellen hingewiesen werden, die dem VIII. Bande 
von Gauß Werken entnommen sind. Einerseits können sie 
in diesem, einen Teil des mathematischen Nachlasses ent- 
haltenden Bande leicht der Aufmerksamkeit der Geodäten 
entgehen, andererseits sind Gaufl Bemerkungen außer dem Zu- 
sammenhange oft schwer verständlich. Auch aus diesem Grunde 
dürfte die £inföguDg einiger derselben gebilligt werden, die zu- 
gleich zum Studium und zur Erschließung anderer anregen 
sollen, überraschend ist die Vollständigkeit in den Gaußschen 



IV Vorwort. 

Aufzeichnungen über das Pothenotsche Problem. Obgleich 
ihm z. B. die Collinsschen Hilfspunkte unbekannt waren, hat er 
tatsächlich davon Gebrauch gemacht. Wohl sämtliche hier 
erwähnten Lösungen, einschließlich der Graßmanns, sind von 
ihm gefunden worden. Bei der verhältnismäßig großen Aus- 
führlichkeit in der Behandlung dieser Aufgabe wird es ge- 
rechtfertigt erscheinen, wenn die ursprünglich beabsichtigte 
Aufnahme des Hansenschen Problems, das verhältnismäßig 
seltener Anwendung findet, aufgegeben wurde, um so mehr 
als es im III. Bande dieser Sammlung, S. 65 u. 89, vorkommt. 

Die Anordnung ist in jedem der drei Abschnitte so ge- 
dacht, daß zunächst die Messungen und sodann ihre Ver- 
wertung behandelt sind. Soweit es anging, wurde auf die 
Art der Ausfährung der praktischen Messungen hingewiesen, 
besonderer Wert wurde auf die Fehlerschätzungen und auf 
die Hervorhebung der Fehlereinfiüsse auf die Beobachtungs- 
methoden gelegt. 

Die Bezeichnungen sind tunlichst einheitlich gestaltet 
worden, immerhin sind bei nachträglicher Einschaltung einige 
Abweichungen unbemerkt geblieben. In einzelnen zweifelhaften 
Fällen wurde die Schreibweise der Enzyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften als maßgebend betrachtet. 

Der beigefügte Quellennachweis kann nicht als eine 
einigermaßen vollständige Literaturübersicht dienen und auch 
nicht Aufschluß über den sehr verschiedenen Anteil an Be- 
rücksichtigung im vorliegenden Bande geben. Immerhin dürfte 
er es erleichtem, für ein eingehendes Studium einzelner 
Gebiete ausfuhrlichere Darstellungen zu finden. 

Herr Geheimer Regierungsrat Professor Dr. F. R. Helmert 
und Herr Professor M. Schnauder haben die Güte gehabt, 
die Druckbogen einer Revision zu unterziehen, wofür ich 
auch an dieser Stelle meinen verbindlichen und herzlichen 
Dank ausspreche. 

Potsdam, im Januar 1907. 

Andreas Galle. 
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§ 1. Elnleitimg. 

Das Wort „Geodäsie^^ stammt aus dem Griechischen. 
Aristoteles spricht im 2. Buch der Metaphysik von dem 
Unterschiede zwischen der Geodäsie und Geometrie^ indem 
er offenbar diese Bezeichnungen als bekannt voraussetzt. 
Wenn daher auch die Herkunft des Namens ungewiß ist^ so 
wird man andererseits kaum fehlgehen, wenn man annimmt^ 
daß die Geodäsie ihren Anfang in Ägypten genommen hat^ 
worauf verschiedene griechische Zeugnisse hinweisen. Tat- 
sächlich sind schon in sehr frühen Zeiten in diesem Lande 
Vorschriften für die Feldervermessung vorhanden gewesen. 
Indem die jähriichen Überschwemmungen des Nilstroms die 
Eigentumsgrenzen vernichteten, machten sie die Verteüung 
und Umgrenzung der Grundstücke zu einer immer wieder- 
kehrenden Aufgabe. Daher war hier, der Bedeutung des 
Wortes entsprechend, die Landteilung der ursprüngliche In- 
halt der Geodäsie. 

Mit der Erweiterung des Vermessungsgebietes entstanden 
die Begrifffe der Feldmessung, Landesvermessung und Erd- 
messung. Gleichzeitig wuchsen die Anforderungen an die 
Genauigkeit der Messungen und damit zusammenhängend an 
die Vervollkonamnung der Instrumente. Und während bei 
geringer Ausdehnung des Gebietes die Vermessungsfläche 
als Ebene angesehen werden kann, muß bei den gewöhnlich 
unter dem Namen „höhere Geodasie^^ zusammengefaßten Auf- 
gaben die Gestalt der Erde oder wenigstens ihre Krünunung 
in dem betrachteten Gebiete berücksichtigt werden. 

Obgleich in dem vorliegenden Bande hauptsächlich der- 
jenige Teil der* Geodäsie, der als „niedere Geodäsie" be- 
zeichnet wird, behandelt werden soll, so wird doch keine 
strenge Abgrenzung durchgeführt werden, indem die Feld- 
messung und Einzelvermessung an die Landesvermessung 

Galle, Geodäsie. 1 
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sich anschließt und auch bei einigen auf kleine Gebiete be- 
schränkten Messungen die Erdkrümmung bereits zur Greltung 
kommt. 

Die Aufgaben, die bei der Beschrankung auf Teile der 
Erdoberflache, die als eben betrachtet werden können, auf- 
treten, gehören zumeist in das Gobiet der ebenen Geometrie 
und Trigonometrie. Aber die wirkliche Ausführung der 
Messungen und die Notwendigkeit, mehr oder minder voll- 
kommene Instrumente dabei zu verwenden, beeinflussen die 
Methoden und lassen nicht jede mathematische Lösung ge- 
eignet erscheinen. Da femer alle Messungen mit Fehlem 
behaftet sind, so tritt als besondere Aufgabe die Berechnung 
der Fehlereinflüsse hinzu und für den Fall, daß mehr Mes- 
sungen vorhanden als notwendig sind, die Ausgleichung der 
Ergebnisse. 



ERSTER ABSCHNITT. 

Flächen. 



Kapitel L 

Flächenmessung. 

§ 2. Ausdehnung der Yermessungsfläehe« 

Die Erdoberfläche hat näherungAweise die Gestalt einer 
Kugel von 6370 km Radius. Ihr größter und kleinster Ab- 
stand vom Mittelpunkt der Erde unterscheidet sich um 
weniger als 35 km. 

Werden um einen Punkt P der Oberfläche die Punkte 
gleicher Entfernung s auf der Kugel abgesteckt, so ist der 
Flächeninhalt des Kugelabschnittes, der durch Rotation des 
Bogens s entstanden gedacht werden kann^ dem die Sehne a 
zugehören möge: 

Ein Kreis mit s als Radius, der in der Tangentialebene 
der Kugel im Punkte P beschrieben wird, hat dagegen den 
Flächeninhalt: 

Wird der Radius der Kugel mit r bezeichnet, so ist 



also 






mithin 



s* 



12 r^ 
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Man erhält z. B. nach dieser Überschlagsrechnung für 

5=10 km JP= 314qkm(rd. 30000ha) JP-/:JP= 1:5000000 

s=20km JP= 1257 qkm(rd. 130000ha) JP-Z^rJP^l: 1200000 

Bei der Preußischen Katastervermessung (Anweisung VIII) 
werden für Fläehenberechnungen Flachen bis 700 ha be- 
rücksichtigt und als zulässige Abweichung für diesen Wert 
etwa 0,14% festgesetzt. Man kann daher in den Fällen der 
Praxis die Flächen als ebene ansehen. 




Fig. 1. 

Bei den Messungen des Flächeninhalts von Grund- 
stücken u. dgl. wird in der Regel die Horizontalprojektion 
gemessen, weil sowohl die Kulturpflanzen als die Kultur- 
bauten der Sichtung der Schwerkraft folgen und daher für 
den Nutzwert einer Fläche die Ausdehnung in einer Ebene 
senkrecht zum Lote in Betracht kommt. 

Streng genommen müßte die Horizontalebene in einem 
inmitten des Gebietes liegenden Punkte zugrunde gelegt 
werden. Tatsächlich wird jede gemessene Entfernung ohne 
Rücksicht auf die Erdkrümmung auf die Horizontalebene an 
der betreffenden Stelle bezogen^ weil ihre Projektion durch 
das freischwebende Lot (Senkel) oder die Oberfläche einer 
ruhenden Flüssigkeit (Libelle) ermittelt wird. 

Es betrage (Fig. 2) die Entfernung zweier Punkte A 
und B s Kilt^meter auf der kugelförmigen Erdoberfläche; es 
möge diese Entfernung auf den Horizontalebenen, also den 
Tangentialebenen der Kugel^ in A und B gemessen sein, 
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so daß sie sich aus den beiden Teilen AT und TB zu- 
sammensetzt^ von denen jeder die Lange •-- haben möge, so ist 



t-s = 



12 r2 



"Y" • • • • 



Für s = 10 km be- 
tragt der Unterschied 
t—-s erst 2 mm, für 
«=20km <— s=16mra. 
Die amtliche Anwei- 
sung IX in Preußen ge- ^ 
stattet z. B. noch 3 m 
Fehler für 3 km Ent- 
fernung und 10 m für 
15 km Entfernung, da- 
her kommt für die in 
der Praxis vorkommen- 
den Entfernungen der 
genannte Unterschied 
nicht in Betracht. 




Fig. 2. 



§ 3. Messnngsverfahren. 

Die Vermessung einer Fläche im Gelände geschieht in 
folgender Weise: 

1. Durch Längenmessungen allein (mit Meßlatte, Meß- 
kette, Meßband). Das Grundstück wird in Dreiecke zerlegt, 
deren Seitenlängen gemessen werden. 

2. In den Eckpunkten des b^renzenden Polygons 
werden die Richtungen seiner Seiten bestimmt. Hierzu dient 
entweder die Bussole oder, wenn größere Genauigkeit ge- 
fordert wird, der Theodolit. Die langen der Polygon^eiten 
werden mit den ad 1. genannten Maßen gemessen, die Winkel 
werden als Kichtungsunterschiede in den Eckpunkten erhalten« 

3. In bezug auf einen gewählten Anfangspunkt und eine 
durch ihn gehende Richtung (als Abszissenachse) wenlen die 
rechtwinkligen Koordinaten möglichst vieler Punkte der Umr 
grenzung bestimmt, d. h. die senkrechten Abstände von der 
gewählten Abszissenachse und die Entfernungen der Fuß- 
punkte der Senkrechten vom Anfangspunkt. Als Hilfsmittel 
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verwendet man außer den erwähnten Längenmaßen: Instra- 
mente zum Abstecken rechter Winkel (hölzernes Winkel- 
maß, Kreuzscheibe, Winkelkreuz, Winkelspiegel, Winkel- 
pri^ma ukw.).. Das Verfahren besteht jedesmal darin, daß 
man sich in der Abszissenrichtung aufstellt, in diese den 
einen Schenkel des rechten Winkels einstellt und den Scheitel 
so lange verschiebt, bis der andere Schenkel den gesuchten 
Grenzpunkt trifil. Die Endlage des Scheitels wird auf 
dem Boden markiert (Pflock, Bake oder dgl). Die Länge 
der Abszissena(*hse kann groß sein (vgl. Kapitel Y), die 
mit den genannten Instrumenten abgesteckten Ordinalen 
dürfen nicht mehr als 50 m Länge kiben. In der Regel 




Fig. 8. 

wird man bereits für Ordinalen von mehr als 10 m Länge 
den rechten Winkel dun*h den Theodoliten abstecken, bei 
Ordinalen über 40 m Länge kontrolliert man den rechten 
Winkel durch Hypotenusenmessung (das Quadrat der Ordi- 
natenlänge, addiert zum Quadrat einer von ihrem Fußpunkte 
auf der Abszissenachse abgesteckten Lange, muß dem Quadrat 
der zu diesem Zwecke gemessenen Verbindungslinie des End- 
punktes dieser Strecke mit dem gesuchten Punkte gleich sein). 
Bei unregelmäßig begrenzten Grundstücken, die aber 
nicht sehr von einer einfachen Figur, z. B. einem Rechteck, 
abweichen, kann man die Punkte der Umgrenzung, auf die 
Seiten dieser Figur als Abszissenachsen bezogen, durch Ko- 
ordinalenmessung bestimmen. Es wird dann der Inhalt der 
verhältnismäßig kleinen Flächenstücke zu dem der einfachen 
Figur hinzuzufügen oder von ihm abzuziehen sein, während 
der Inhalt des Rechtecks usw. besonders gemessen wird. 
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Die Ordinaten legt man vorteilhaft durch solche Punkte 
der Umgrenzung, wo eine Rieht unguänderung derselben statt- 
findet, so daß die Zwischenstrecken der Grenze nahezu ge- 
radlinig sind. 

§ 4. Ansmessmig auf dem Plane. 

Von jeder Aufnahme wird ein Handriß gefertigt, in den 
die Maße eingeschrieben werden. Die Berechnung wird ge- 
nauer, wenn diese Originalmaße verwendet werden können, 
in vielen Fällen ist es aber vorteilhafter, die Fläche aus der 




Figur zu bestimmen. In diesem Falle ist die Anfertigung 
eines genauen Planes, etwa im Maßstabe 1 : 1000 oder 1 : 500, 
erforderlich. 

Unter den Hilfsmitteln zur Ausmessung der Fläche 
nach einer Planzeichnung stehen in erster Linie die Plani- 
meter (Polarplanimeter von Amsier^ Kollplanimeter von Co-, 
radi, Stangenplanimeter von Pryi/s, Planimeter von Wag- 
ner u. a.). 

Bei geradlinig begrenzten Figuren wird auch vielfach 
die Verwandlung in ein Dreieck durch Parallelabschieben 
verwendet (mit Parallelenlinealen). Es seien 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 
die Ecken in der Reihe des Umlauf ens des auszumessenden 
Polygons. Eine verlängerte 8eite, z. B. 1,8, wählt man als 
Grundlinie. Man denkt sich 3 mit 1 verbunden und zieht 
durch 2 eine Parallele dazu^ die auf der Grundlinie die 
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Marke 2* ausschneidet (der auf der Grundlinie liegende Eck- 
punkt 1 rechnet zugleich als Marke 1'*'). Mit der Marke 2* 
verbindet man in der Vorstellung den folgenden Eckpunkt 4 
und zieht durch 3 eine Parallele, welche die Marke S* liefert 
und so fort, indem man allgemein die Marke n* mit der 
Ecke (w + 2) verbindet und durch (w + 1) eine Parallele 
zieht, welche die Marke (« + 1)* liefert. Ist die Marken- 
ziffer um 2 kleiner als die der letzten Ecke, im vorliegen- 
den Falle 6*, so fällt die Verbindungslinie mit dem letzten 
Eckpunkte, also 6*8, in die Grundlinie. Zieht man nun 
6*7, so ist das Dreieck 6*7 8 flächengleich mit der vor- 
gelegten Figur. 

Der Beweis beruht einfach auf der Gleichheit der 
Flächen von Dreiecken gleicher Grundlinien und Höhe. Es 
ist 2 2* 1 = 2 2* 3, also kann das Polygon 1, 2, 3, 4 ... 8 durch 
das flächengleiche 2*, 3, 4 ... 8 ersetzt werden. Sodann 
2*43 = 2*4 3*, also erhält man das Polygon 3*, 4, 5, 6, 7, 8 
an Stelle des ursprünglichen. Wegen 3* 5 4 = 3* 5 4* erhält 
man 4*5 6 7 8, wegen 4*65 = 4*6 5* das Polygon 5*67 8. 
Zuletzt gelangt man, wenn man in dieser Weise fortfährt^ 
zu, dem Dreieck 6*7 8, welches demnach flächengleich mit 
dem vorgelegten Polygon 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ist Den Flächen- 
inhalt dieses Dreiecks bestimmt man aus den Längen seiner 
Seiten oder seiner Grundlinie und Höhe. 

• 

Oft ist es vorteilhafter, die Figur zur Hälfte von einer 
Seite, zur anderen Hälfte von der anderen Seite zu redu- 
zieren (vgl. Fig 13). Man zählt dann die Ecken von dem 
einen auf der Grundlinie gelegenen Eckpunkt bis zu dem- 

^*enigen Eckpunkt, den man als Spitze des tiächengleiehen 
Dreiecks wählt, in einem Sinne und fährt dann mit der 
Numerierung bei dem anderen auf der Grundlinie gelegenen 
Eckpunkt fort, von dem aus man im entgegengesetzten Sinne 
weiter zahlt. Die Spitze des Dreiecks erhält dann noch eine 
zweite Ziffer. 

Unter Umständen ist es vorteilhafter, zur Grundlinie 
statt der Verbindungslinie zweier Ecken die Senkrechte zur 
längsten Seite durch einen ihrer Endpunkte zu wählen, 
das Verfahren ist im übrigen dem oben angegebenen ganz 
analog. 

Ein einfaches, von Causinery angegebenes Verfahren, 
die Fläche des zuletzt erhaltenen Dreiecks auszumessen, be- 
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dient sich eines Maßstabes, dessen Breite die Maßeinheit 
darstellt, während er der Lange nach in halbe Maßeinheiten 
geteilt ist. Man legt ihn zunächst so, daß zwei Ecken A 
und B des Dreiecks in die l)eiden Längsseiten &llen, und 
verschiebt ihn dann in der Weise, daß die verlängerte Gre- 
rade AB immer dieselben Teilpunkte ausschneidet (z. B. 2,4 




Fig. 6. 

und 4,0), bis die eine Längsseite durch den Punkt C geht: 
A'C. Liest man dann die Stelle ab, an der C die Teilung 
berührt, so ist die Länge A'C dem Dreiecksinhalt gleich 
(5,7 — 2,4 = 3,3). Denn sei CCWAB^ so ist Dreieck 
ABC =^ ABC oder gleich AC (=^'C)mal der Breite des 
Maßstabes^ die als Maßeinheit angenommen ist. 
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Flächenberechnung. 

§ 5. Zerlegung in geradlinig begrenzte Figuren. 

Bei der ersten Messungsart (§ 3) wurde die Fläche in 
Dreiecke zerlegt. Dies kann auch nachträglich auf dem 
Plane ausgeführt werden. Diese Zerlegung wird ausgeführt 

1. durch Gerade von einer Ecke nach den anderen; 

2. durch Gerade von einem Punkte einer Seite nach 
den Ecken; 

3. durch Gerade von einem Punkte im Innern nach den 
Ecken; 
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4. durch Gerade von verschiedenen Ecken nach anderen 
Ecken. 

Man wird dasjenige Verfahren bevorzugen, bei dem 
man möglichst gleichs^-iti^e Dreiecke erhalt. Außer Drei- 
ecken kommen für die praktische Berechnung nur noch Vier- 
ecke in Betracht. 

Die gebrauchlichsten Formeln zur Inhaltsberechnnng 
dieser einfachen Figuren sind folgende (vgl. S. 8. III, § 39). 

Gegeben Dreiecksflftohe D 

Eine Seite als Grundlinie a und Ion >. l 
die Höhe Ä^ ; 22?= aÄ« 

Eine Seite a und die Winkell ^y^__ a*8iD JsinC ^ a* 
^,B,C f ^^ ^iS2 "ctgB+ctgC 

Eine Seite a und ein Winkel B \ 
oder C eines bei Ä rechtwink- > 4D= a* 8in2 B = a* sin2 (7 
ligt-n Dreiecks J 

Zwei Seiten 6, c und der ein-\ « t% j.-«;», j 

geschlossene Winkel A / ^-^— «>csmA 

Drei Seiten, ^"^^"^^ = » } D = y»(»-a)(»-6)(»-c) 

Die rechtwinkligen Koordinaten 1 ± 2 D = a?| y, — x, y^ 4- 0, y, — ai^ y, 
der Eckpunkte | + *« Vi — ^ y« 

Gegeben Yierecksflftche V 

Eine Diagonale d , die Senk- ] 
rechten h^ undf^A, von den > 2V=d{\ + \) 
beiden anderen Ecken auf d } 



Drei Seiten a,b, c und die bei- \ o tt- — ^ 1. «:^ /^ j.\ 1 i. ^ -:« rh 
den eingeschlissenen Winkel \ ^^^^^!^^t' ^^t^ih A^^^ 
(a, b) und (6, c) j - «c sm[(a, 6) + (6, c)] 



,^) 



2 7= 



Zwei Gegenseiten a und c und] ctg(a,d) + ctg(a,6) 

die vier Winkel 1 j_ ^' 

l ctg(c,d)4-ctg(t;,6) 

Die dritte Yierecksformel folgt aus der Betrachtung des 
zu einem Dreieck ergänzten Vierecks (Fig. 6) 

1. 2(I + n + IlI +IV+V) = (a + a'){c + €r}siß{a, c) 

2. 2(1 +iV+V) = a'(c + c')sin(a, c) 

3. 2(1 +III +V) = (a + aO-C-8in(a,<?) 

4. 2 • V = a' • c' • 8in(a, c) 
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mithin 

2(11 — I) = acsin(a, c) aus +1. — 2. — 3.+ 4. 

Diese Formel entspricht der zweiten Yierecksformel ffir das 
verschränkte Viereck AB FDG. Ferner ibt 

2(II + III) = a6sin(a,6) 

2(n + IV) = 6csin(5,c). 




Von der Summe dieser beiden Ausdrücke subtrahiert man 
den vorangehenden und erhält 

2 F= 2(1 + II + ni + IV) = a6sin(a,6) + 6csin(6,c) 

— acsin(a,c) 
also mit Rücksicht auf (a, 6) + (a, c) + (6, c) = 180^ wie oben. 

Gegeben Paralleltrapezfläche T 

Die parallelen Seiten h und d 1 « ^ /i , jm 
und ihr Abstand h |2 2 = (ö + d)Ä 

Die vier Seiten, b und d parallel, \ rp_ ^ + ^ t/ /./^ ^m^ m/.. ^i^ 
Die letzte Formel folgt aus Fig. 7: 

T=i + n + m = i + 2n, 



12 

worin II = 
setzen ist. 



b-d 
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' I aus der fünften Dreiecksfonnel ein»- 




M 



IT 



*• 




Fig. 7. 



Gegeben 



Kreisvierecksflftohe k 



DievierSeiten, «=^(a + & + c + <Q Ä = V (» — a) (» — 6) (» — c) (c — <Q 

(vgl. 8. S. III, § 53, 12 und Legendre, £l^ments de G^o- 
mitrie, Note V). 

§ 6. Fläehenbereelmang aus den Seiten und Winkels 

des Polygons. 

Sind nach der zweiten Messungsart (§ 3) die Seiten 
und eingeschlossenen Winkel des die Fläche umgrenzenden 

Polygons erhalten worden, so 
kann man sich zur Berechnung 
eines Satzes von Mascherani be- 
dienen : 

Die Fläche irgend eines Poly- 
gons ist gleich der haltien Summe 
der Produkte seiner Seiten, zu, 
zwei und zwei genommen (wenn 
irgend eine Seite ausgelassen wird), 
in die Sinusse der Winkel, welche 
diese Seiten miteinander ein- 
schließen. 

Zum Beweise zerlegt man 
das Polygon von einem Ek^kpunkt, 
z. B. J. , aus in Dreiecke und fällt 
von ihm die Höhen hi,h^ ,h^. . . 
auf die gegenüberliegenden (Seiten. 
Dann ist die Fläche des Polygons 
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Zerlegt man die Höhen durch Senkrechte aus den Eck- 
punkten in Abschnitte^ so ist 

h^^BA' 8in(S^, CD) + BC- sin{BC, CD) 

h^ = BÄ' Qm{BA, DE) + BC^ 6m{BC, DE) 

+ CD'Sm(CD,DE) 

mithin: 

JP = i [JB^ . -B(7 . 8in(JB^, BC) + BA'CD' 8m{BA, CD) 

+ BA'DE'Sm{BA,DE)+. . . 

+ BC' CD . sin(BC, CD) + BC- DE- bui(BC, DE) + ... 

+ CD'DE'8m(CD,DE) . . .] 

Die fortgelassene Seite ist im vorliegenden Beispiel AE. 
Größere Polygone zerlegt man in zwei Teile durch eine Dia- 
gonale, welche als die auszulassende Seite jedes der beiden 
durch die Teilung entstandenen Polygone gewählt werden kann. 

Die Anwendung dieses Satzes wird z. B. bei Bussolen- 
aufnahmen angezeigt sein. Bei diesen erhält man die Rich- 
tungen der Seiten als Azimute (vgl. S. S. III, Teil 11, § 27, 3b). 
Die magnetischen und geodätischen Azimute werden in der 
Regel von Norden aus gerechnet, die astronomischen von 
Süden aus. Bei der Bildung der Winkel zweier Seiten aus 
der Differenz ihrer Richtungen bzw. Azimute ist es wichtig, 
das Vorzeichen der Differenz zu beachten. Die Reihenfolge 
der Buchstaben ist in der vorstehenden Formel so gewählt, 
daß sie zugleich die Richtungen und die Folge der Rich- 
tungen in den Differenzen angeben. (BA , BC) bedeutet 
z. B. Azimut BC minus Azimut BA . In englischen Büchern 
werden die magnetischen Azimute häufig nur bis 180^ in 
verschiedenem Sinne von Nord bis Süd gezählt sowohl über 
Ost als über West, oder im Englischen über E (E^ast) und 
W (West). 

§ 7. Fläehenbereelmang ans Eoordinatenaafiiahmeii. 

Am häufigsten werden bei Stück Vermessungen, Städte- 
aufnahmen u. dgl. rechtwinklige Koordinaten benützt. Die 
mit ihren Maßen in einen Abnß eingetragene Figur ist durch 
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die Konstruktionslinien in Dreiecke and Paralleltrapeze zer- 
legt Der FlächeniDhalt F des ganzen Polygons ist daher: 

(1) 2 JP= 2{Xn —Xn-i) {yn + Ifn-l) = 2AXn-i{l/n + Vn-l) , 

wenn die Eckpunkte in einem fortlaufenden Zuge bis zum 
Anfangspunkte zurück numeriert, die zugehörige Abszisse 
des Punktes P^ mit x„^ die Ordinate mit tfn bezeichnet 
werden. Die Formel folgt ohne weiteres aus der ersten 
Dreiecks- und der ersten Trapezformel (§ 5), im Falle eines 
Dreiecks ist die eine der Ordinaten y« oder y^-i = 0. Für 
verschrankte Trapeze behalt der Ausdruc^k ebenfalls seine 
Gültigkeit, z. B. könnte in Fig. 9 ein Zweifel entstehen, weil 
die Linie ®— (6) die Abszissenachse schneidet. Führt man 
den Schnittpunkt als Hilfspunkt mit der Abszisse f ein, so 




Fig. 9. 

st offenbar das Flächenstück zwischen den Ordinaten von (4) 
und von (6) der um das schraffierte Dreieck verminderten 
Trapezfläche zwischen den Ordinaten von ($) und (S) und 
der Dreiecksfläche zwischen dem Schnittpunkt f und der 
Ordinate von (S) zusammengenommen gleich, also wenn jenes 
Flachenstück mit / bezeichnet wird: 

2/ = (^6 - ^4) (ys + yJ - (^6 - S)y& + {x^ - S)ye • 

Wegen der Ähnlichkeit der beiden in f zusammentreffenden 
Dreiecke ist aber 

y6(f-^6) = y6(f-^5) oder y6(a?6-f) + y6(f-^6) = o. 

Addiert man diesen der Null gleichen Ausdruck zu dem 
für 2/, so erhält man 

2/= (a^ß - x^) (^5 + yj + {xq - x^) (y« + yg) 
gerade so wie nach (1). 



2 i^ = — 2*0?« (y«+i — y«-i) . 
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Die Formel (1) kann umgeformt werden, indem man 
sie in die Summen von vier Produkten verwandelt und be- 
achtet, daß in jeder dieser Summen der Anfangspunkt der 
Zählung willkürlich ist und sich die Summation über sämt- 
liche Punkte erstreckt. Man erhält also 

2 jP== ZynX^ — ZynXn^x + 2yn-\Xn — üyn-iXn-i 

oder 

(2) 

Femer 

2 jP = 2'y„a?« — ZynX^^x + Sy^x^+i — SynX^ 
oder 

(3) 
endlich 

oder 

(4) 2 jP= —2{Xn+l + Xn) (y»+l — Vn) = —^^yn (^»+1 + Xn) . 

Die Ausrechnung gibt für das in Fig. 9 gezeichnete 
Polygon [in Formel (1) wurden die Indizes um 1 erhöht]: 



2F= +2yn{Xn+l — Xn-l) *, 



n 






ya+i+y« ^»n 


(rn+l+lln)^*n 


»n+i-l>n-i 


(»B+l-l^-l)*» 


1 


Uft 

+ 2,5 


+2,9 


+ 9,7 +11,6 


+112,52 


+10,2 


+ 25,50 


2 


+ 14,1 


+6,8 


+12,0 + 7,4 


+ 88,80 


+ 2,3 


+ 32,43 


3 


+21,5 


+5,2 


+11,0 + 7,5 


+ 82,50 


- 1.0 


- 21,50 


4 


+29,0 


+5,8 


+ 7,7 +11,8 


+ 90,86 


- 3,3 


- 95,70 


5 


+40,8 


+1,9 


- 1,8 - 9,7 


+ 17,46 


- 9,5 


-387,60 


6 


+31,1 


-3,7 


- 5,2 7,2 


+ 37,44 


- 3,4 


-105,74 


7 


+23,9 


-1,5 


- 5,9 - 6,5 


+ 38,35 


- 0,7 


- 16,73 


8 


+ 17,4 


-4,4 


- 7,8 - 8,4 


+ 65,52 


- 1,9 


- 33,06 


9 


+ 9,0 


-3,4 


0,5 6,5 


+ 3,25 


+ 73 


+ 65,70 








2=0 


+536,70 
-2F 


^=0 


-536,70 
2F 
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n 


*«+i-'«'»-i 


('»'»+i-a'»-i)y» 


*»+'''»»+i 


^Vn 


(««+*«+i)'^y. 


1 


+ 5,1 


+ 14,79 


+16,6 


+3,9 


+ 64,74 


2 


+19^ 


+129,20 


+35,6 


-1,6 


- 56,96 


3 


+14,9 


+ 77,48 


+50,5 


+0,6 


+ 30,30 


4 


+19,3 


+ 111,94 


+69,8 


-3,9 


-272,22 


5 


+ 2,1 


+ 3,99 


+71,9 


-5,6 


-402,64 


6 


-16,9 


+ 62,53 


+55,0 


+2,2 


+121,00 


7 


-13,7 


+ 20,55 


+41,3 


-2,9 


-119,77 


8 


-14,9 


+ 65,56 


+26,4 


+ 1,0 


+ 26,40 


9 


-14.9 


+ 50,66 


+11.5 


+6.3 


+ 72,45 




2=0 


+536,70 
= 2F 




2 = 


-536,70 
2F 



F = 268,35 qm . 



§ 8. Fltcheniiüialt krammlinlg begrenzter Figuren. 

Krammlinig begrenzte Figuren werden entweder eben- 
falls mit dem Planimeter ausgemessen oder mit Annäherung 
durch lineare Messungen ihrem Inhalt nach berechnet Dieser 
Rechnung können die Abmessungen des Planes zugrunde 
gelegt werden, wenn nicht die Anlage der Messung bereits 
den Voraussetzungen der nachfolgenden Methoden entspre- 
chend erfolgt ist und damit die Benützung der Original- 
zahlen ermöglicht. 

Man zerlegt die vorliegende Flache in eine Anzahl 
Teile^ von denen jeder durch eine ihren Krümmungssinn 
nicht ändernde Kurve ^ die Ordinaten ihres Anfangs- und 
Endpunktes und die Abszissenachse begrenzt ist. Jedes 
Flächenstück ist also an drei Seiten geradlinig, an der 
vierten krummlinig begrenzt. 

Wenn man die krumme Linie, die z. B. ihre konkave 
Seite der Abszissenachse zuwenden möge, durch ein um- 
schriebenes Polygon ersetzte, würde man einen zu großen 
Flächeninhalt erhalten. Ersetzte man sie durch ein em- 
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geflchriebenes Polygon^ so erhielte man einen zu kleinen 
Flacheninhalt. 

Um die Konstruktion und Abmessung der Tangenten, 
die das umschriebene Polygcm bihlen, zu umgehen, teilt 
man die Fläche durch Ordinaten in eine prerade Anzahl von 
schmalen Flächenstreifen gleicher Breite h. Denn für einen 
Doppelstreifen ist dann, wenn die Tangente im Kurven- 
punkt der mittleren Ordinate gezogen wird, die Fläche 
gleich 2hym} al^o unabhängig von der Tangentenlänge (wenn 
jftn die mittlere Ordinate ist). 

, 6 r ^ ^ 



z 



Ä 




Fig. 10. 



Sei nun die betrachtete Fläche in 2n und zwar der 
Ubersichtliehkeit wegen in 10 (n = 5) Streifen von der 
Breite h geteilt; die Anfangsordinate bezeichnen wir mit y^^ 
die Endordinate mit y^^ . Als einzige leicht berechenbare 
obere Grenze der Fläche hat man die Summe der Trapeze 
von der Breite 2 A, die von den in den Punkten 2, 4, 6, 8, 10 
gezogenen Tangenten, den bis zu den Schnittpunkten mit 
den Tangenten verlängerten Ordinaten der Punkte mit un- 
geradem Index und der Abszissenachse begrenzt werden. 
Diese Summe ist (nach § 5): 

= 2 Ä(y2 +^4+^6 + ^8+^10) == 2 Ägf 

g^y% +y4 + y6 +^8 +yio (Summe der geraden ordinaten). 

Eine brauchbare untere Grenze für die gesuchte Fläche 
kann man dagegen auf drei verschiedene Arten erhalten^ 
die in folgender Weise unterschieden sind: 

Galle, Geodäsie. 2 
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Das eingeschriebene Polygon wird von den Sehnen ge- 
bildet: 

1. welche die Punkte mit geradem Index verbinden 
und außerdem die beiden äußersten Punkte mit ihren be- 
nachbarten (also 1-2, 2-4, 4-6, 6-8, 8-10, 10-11); 

2. welche die Punkte mit ungeradem Index verbinden 
(1-3, 3-5, 5-7, 7-9, 9-11); 

3. welche je zwei aufeinander ' folgende Punkte ver- 
binden. 

Das zuletzt genannte Polygon kommt der Kurve am 
nächsten, das zweite ist minder genau als das erste, weil 
es eine Sehne weniger enthalt Der Flächeninhalt ist in 
den drei Fällen: 

üi = Ä[i(yi + yj) + (^3 + yd + (»4 + Vs) + (ye + Vs) 

+ (»8 + yio) + i(»io + yii)] 

= 2gh — dh , 

wenn d = ^(ya + ffio) — i(yi + Vn) gesetzt wird. 

^2 = Ä[(yi+y8)+(y8+y6)+(»6+y7)+(»7+y9)+(y9+yii)] 

= 2MÄ + Ä(yi + yii), 

wenn w = yg +y6-+y7 + ys (Summe der ungeraden 
Ordinaten mit Ausschluß der Endordinaten), 

h 

^^3= 2-l(yi+y2)+(y2+y8)+(ys+y4) + .-+(yio+yii)] 

■ =|^(2flf + 2ti + yi+yii).. 

Zwischen dem oberen Grenzwert und jedem der 
unteren Grenzwerte f7 liegt der Inhalt des von der Kurve 
begrenzten Flächenstückes. Folgende vier Näherungsformeln 
für die von der Kurve begrenzte Fläche mögen hier an- 
gegeben werden: 

1. Formel von Poncdet: 

2. Formel von Parmentier: 
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3. Trapezformel: 

4. Simpsons R<>gel: 

Das eingeschlagene Verfahren gestattet, einen Betrag e 
anzugeben, wielchen der Fehler jeder dieser Formeln nicht 
überächreitet. 

Ist F der wahre Inhalt der von der Kurve begrenzten 
Fläche, so ist im ersten Falle der begangene Fehler |jP— Fi|. 
Wenn wir hierin oder Ui für F setzen, wird dieser Wert 
größer. Der Fehler ist also jedenfalls kleiner als 

Dieser Maztmalfebler laßt sich leicht graphisch darstellen, 
indem er gleich der halben algebraischen Summe zweier 
Dreiecke ist: 

,2 «1 = iÄ (y, - yj + iÄ (y^o - yii) > 

die. in Fig. 10 schraffiert eingezeichnet . sind. 

Die Formel von Farmentier nimmt an, daß die ge- 
suchte Fläche F der Grenze näher liegt als der Grenze Di • 
Bezeichnet man das Verhältnis der Abweichungen der Grenz- 

werte vom wahren Wert mit ^ = ^, so ist 

^ F— U 

» 

■ ^ O+pU 

■■■■■■ ^- xj^p ' ■ 

d. h. der gesuchte Wert F ist als Mittelwert der gemessenen 
O und U unter Berücksichtigung von Gewiehten aufzufassen. 
Allgemein könnte man sagen (vgl. S. S. XIX, 167^ 7) 

jp^PiO+p^U 
. P1+P2 

Nimmt man das Gewicht von als Einheit jp^ = 1, so er- 
hält man für P2 =P ^^^ obigen Ausdruck. 

Wird ^ = ^ gesetzt, also dem Werte J7=?7i nur das 
halbe Gewicht des Wertes beigelegt, so gelangt man zu 
der Formel von Pafmenüer. 
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Man erhalt einen zu großen Fehler^ wenn man in jP, — F 
den Wert U^ statt F einführt, nämlich 

60 daß die Fehlei^enze e^ ungünstiger erscheint als im 
erbten Falle e^. 

Aber wenn diese Formel für den Fall Anwendung finden 
soll, in dem F> ^(0 -\- Ui) ist, so haben wir: 

und 2 

fole:lich 

F,-F<ihd, 

also nur 

als Fehlergreuze. 

Während bei den beiden vorangehenden Formeln die- 
selben n + 2 Ordinaten zur Verwendung kamen , benützt 
die Trapezformel sämtliche 2n + 1 Ordinaten. Da F^ das 
Mittel von und U^ ist, erhalten wir als Fehlergrenze 

£8 = - 2^8 « Fg - ^^3 = Ä [ flr - 1* - i (yi + yi 1 ) ] - i a . Ä , 

wenn i = 2 (gf — w) — (y^ + y^) gesetzt wird. 

Es ist für konkave Kurven d<2d, wenn g—u <l^^hl^ ^ 

Im allgemeinen genauer als die vorhergehende Formel 
ist die Simpsonsche Regel. Während bei Formel 2 die 
Festsetzung des Gewichtsverhältnisses, in welchem die obere 
und untere Grenze eingeführt werden, willkürlich war, wird 
hier derjenige Wert Pq eingesetzt, dem sich p nähert, wenn 
die Anzahl der Ordinaten wächst und ihr Abstand h en1>- 
sprechend kleiner wird. 

der berechnete Fläohenwert, so wird der absolute Betrag 
des Fehlers der Rechnung 

J0-ü)ipo-p) 
' Ol (l+i>o)(l+jp) 

um so kleiner, je mehr sich p^ und p einander nähern« 
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Wir ziehen zunächst nur zwei Fläohenstreifen in Be- 
trachty deren Inhalt für y = f(x) als Kurvengleiehung 

x+2k 

F==jf(x)dx 

X 

ist Wir haben (vgl. S. 8. XI, § 4 und X, § 19, la) 
I = I{x + 2K)-Fix)r=2ht{x)Jr2h'*f'{x) 

+ iÄV"(« + 2 ^Ä) < i>< 1 

Femer ist der von der Tangente begrenzte MSchenraum 
ö = 2Äy, = 2hf{x+h) = 2Ä/"(a!) + 2Ä»f («) + *» f'(» + *Ä). 

Die durch die Sehnen begrenzte Fläche ist gleich der 
Summe zweier Trapeze 

U^\{y, + 2y,+y,)=^^[f{x) + 2f{x + h) + f{x + 2h)] 

= 2hf{x) + 2h^f{x) + ^[f\X'^»h) + 2f'{x+2^h)]. 

Daher wird 

- F^ h^[f\x + *Ä) - ^f'{x + 2*A)] 

17 - J7= h^[^f"(x + 2*Ä) - \f\x + &h)-nx+2&h)], 

yni fliin 

- jP fix + *Ä) - ir(x + 2*Ä) 



i> = 



F-U ir{x + 2'»h)-ir(x + '»h)' 



Wenn h sich der Null nähert , nähert sich p dem 
Werte Pq = 2 , daher ist als günstigster Näherungswert für 

den Flächeninhalt I^^ = ^ — ~ übereinstimmend mit der 

iS^mpson sehen Regel zu setzen^ wenn man dieselbe Betrach- 
tung auf alle Doppelstreifen ausdehnt und ü =U^ einsetzt. 

Der Wert p = 2 ist streng richtig, wenn f\x) konstant 
ist; sei diese Konstante 2 6, so ist y =^f{x) = ax -\-bx^ 
die Gleichung einer Parabel zweiter Ordnung. Für diese 
gibt die Simpson sehe Regel daher den richtigen Wert. 

Ist eine beliebige Kurve gegeben, so pflegt man die 
Simpson sehe Regel in der Weise zu rechtfertigen, daß man 
durch drei ihrer Punkte (%, yi){^2> y%)i?^9i Vs) ^^^^ Parabel 
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zweiter Ordnung (allgemein durch n + 1 Punkte eine Parabel 
n-ter Ordnung) legt. 
Aus 

yi = yo + «^ + &^ 
y2 = yo + «^2 + ^^2 

I 

y8 = yo + «^3 + &^3 

sind y^y dyh bestimmt (und ahnlich für mehr Punkte). Die 
Parabel y = t/Q^ ax + hx^ gilt dann als Begrenzung des zu 
berechnenden Flächenstückes an Stelle der vorgelegten Kurve 
(vgl. 8. 8. XI, § 8). 
Da 

0~i^4=|-(2(7-2ti~(yi+yn)«-|<J, 

J'4--Cr8= 3-07-w-i(yi+yu)=6-^ 

ist, so erhalten wir als Fehlergrenze der /S/mp^on sehen Regel 
den größeren dieser beiden Werte 

«4 = y^. 



§ 9. Beispiel. 

Wir wählen ein Beispiel, bei dem wir den wirklichen 
Flächeninhalt genau kennen. Wir suchen die Fläche zwischen 
der Kettenlinie, deren Gleichung 

ist> der ic- Achse und den Ordinaten in den Punkten x =0 
und X = 1 y indem wir m = 1 als Einheit annehmen wollen. 
Der Flacheninhalt ist durch die Formel 

■XX 

gegeben (vgl. 8. 8. XI, § 7, IV). Für m = 1 ist F die 
Hyperbelfunktion @ina? und der gesuchte Flächeninhalt 
©in 1 == 1,1752 (s. Tafel der Hyperbelfunktionen z. ß. in 
des Ingenieurs Taschenbuch, herausgegeben vom Akade- 
mischen Verein Hütte). 
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Da y = 6of ^ ^ so erhalten wir^ indem wir die Abszissen- 
achse von o; » bis x = 1 in zehn gleiche Teile teilen 

(Ä«0,1): 



X 


y 


0,0 


1,0000 


0,2 


1,0201 


0,4 


1,0811 


0,6 


1,1855 


0,8 . 


1 A^74 


1,0 . 


1,5431 



0,1 


1,0050 


0,3 


1,0453 


0,5 


1,1276 


0,7 


1,2552 


0,9 


1,4331 



Wir berechnen ti = 4,6241, flr=- 5,8662, rf = — 0,0525, 
i = — 0,0589, yi +^11 =2,5481. ' 

' Die Ergebnisse der verschiedenen Formeln sind: 

' . \ : Ma^alfehler ^^^Slf/' 

Tonceld: jF; = 1,1759 ^^ = +0,0026 -0,0007 

Farmentier: F^^UllbO «2= ±0,0035 +0,0002 

Trapezformel : F^ = 1,1 762 «g = + 0,0029 — 0,0010 

Simpson: F^^ 1,1752 «^ = +0;0Ö20 * " 0,0000 

. Dasselbe Beispiel für 571=2,0, äJii = 3,0, A = 0,1 gibt: 

g==5\,9019, «*=25,1465, d 0,2856, 3= -0,3192. 

Die wahre Fläche ist JF= ©tn3,0 - ©tn2,0 = 6,3910. 

F^ « 6.3947 fi = +0,0143 W. F. = -0,0037 

i?; = 6,3899 €2 7^+0,0190 +0,0011 

2^8 = 6,3963 «8 = +0,0160 -0,0053 

F^ = 6,3910 , «4 =-- +0,0106 ' 0,0000 

Wir sehen, daß in beiden Fällen Simpsons Regel den 
Flächeninhalt! bei der angewandten Stellenzahl genau gibt. 

§ 10. Genauigkeit der Flächenbestimmang. t 

Die in § 8 betrachteten Fehkr betrafen die Ab- 
weichungen der durch Näherungsmethoden berechneten Fläche 
von dem wahren Flächeninhalt. Im folgenden soll unter- 
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sucht werden, welchen Einfluß die Unsicherheit der Mes- 
sung auf die Ergebnisse hat, indem jetzt eine strenge 
Rechnung vorausgesetzt wird. 

Im Falle eines rechteckigen Flächenstückes mit den 
Seitenlangen a umd b ist der Inhalt 

und der Fehler, der durch die um da und ob fehlerhafte 
Messung der Seiten entsteht^ 

±dF-^±adb±bda. 

Nimmt man da und db von gleicher Größenordnung an, 
so bildet den Hauptbestandteil des Fehlers öF der in die 
längere Seite a multiplizierte Beitrag a^db. Daher kommt 
es^ wenn a bedeutend länger ist als b (z. B. a == 100 m, 
b = 10 m), darauf an, db möglichst klein zu machen. Bei 
langgestre(*kten Grundstücken muß man daher die kurzen 
Seiten verhältnismäßig viel genauer messen als die langen. 
Man darf z. B.' die Länge a = 100 m aus einem Plane auf 
0,1 m genau entnehmen, während man b=10 m mit einer 
Genauigkeit von 0,01 m aus der Messung auf dem Felde 
erhalten muß. 

Kennt man nicht die wahren Messung^^fehler, sondern 

hat man mittlere Fehler aus einer größeren Anzahl derartiger 

Messungen berechnet, so folgt nach dem Gesetz der Fehler- 

fortpflanzu'ig (vgl. S. S. XIX, 171), wenn m« und m^ die 

mittleren Fehler der Seiten sind, für den mittleren Fehler 

der Fläche: , 2 o , r« o 

m^ = a^ml + b^ m; . 

Macht man verschiedene Annahmen über m« und m^, 
so erhält man entsprechend verschiedene theoretische Fehler- 
gesetze: 

/ / — 1 /h* + 1 

1. Wfl :r^ Wft = Ci , iw^ = q ya^ -f 6« = Ci yF 1/ , 

wenn y- = w gesetzt wird, also a = ^n^F, b = V — ist. 

Im Falle man also die Fehler als unabhängig von der 
Länge betrachten darf, ist der Flächenfehler der Diagonale 
proportional. 

2. ma^^c^a, mi = C2b, mf = c^F}l2 . 
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Sind die Laogenfehler den Seitenlangen proportional, 
so ist der Flächenf'ehler der Fläche proportional und un- 
abhängig vom Seitenverhältnis. 



3. Ml 



Y 



Die zweite Formel, welche das Seitenverhältnis nicht 
enthält, ist den anderen gegenüber im Nachteil, weil bei ihr 
der oben erkannte Grundsatz nicht zur Geltung kommt. Wir 
werden später (§ 17) bei den Längen messun^en darauf hin- 
weisen, daß diesem Falle die alleinige Annahme einseitig 
wirkender Fehler entsprechen würde, welche der I^änge pro- 
portional wach^^en. Der Wirklichkeit wird im allgemeinen 
eine Kombiniernng der zweiten und dritten Annahme am 
besten entsprechen. 

Die zunächst für ein Rechteck geltenden Überlegungen 
wird man allgemein auf eine beliebig gestaltete Fläche über- 
tragen dürfen, indem man die linearen Messung-sfehler in 
zwei zueinander senkrechten Koordinatenrichtnngen einführt. 

Den theoretischen stehen empirische Formeln gegenüber. 
Die Preußische Katasterverwaltung stellt als höchste zu- 
lässige Abweichung zweier verschiedenen Flächenberech- 
nungen m = 0,01 i^0F+0,{)2F^ auf, wobei der Fehler m 
und die Fläche F in Aren ausgedrückt werden. 
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Bei der Entnahme der Längen aus Plänen und Karten 
muß der Papiereingang berücksichtigt werden, der in der 
Regel in zwei zueinander senkrechten und zwar zu den 
Kartenrändern parallelen Richtungen verschieden ist (z. B. 
infolge des Verfahrens bei der Lithographie). 

Betrage die Verkürzung in vertikaler Richtung infolge 
des Papiereingangs Pi Prozent, in horizontaler p^ Prozent, 
so erhält man statt der Seiten a und b eines Rechtecks bei 
Abmessimg auf der Karte die Werte 
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Die Fläche des Rechtecks wird dann genügend genau^ 
wenn p^ und p^ sehr klein ge^en a und b angenomtnea 
werden können^ durch die Formel erhalten: 

Hätte man dagegen eine Länge aus der Karte in einer 
schief zu den Karten rändern, gelegenen Richtung entnommen, 
z B. die Diagonale d des Rec^htecks mit den Seiten a und b 
gemessen, so daß auf der Karte die Werte d' a'V zusam- 
mengehören, so ist 

rf2 = «2 + 62, d'« = a'2 + y« . 

Ist nun ^' = ^(l~i^)> indem p^ die prozentuale Ver- 
kürzung von d ist, so ist 

^/2 = d» f 1 - -:^V= a'2 I y% = a» f 1 — ^^V+ i^f 1 — ^)* 
V 100/ ^ V 100/^ \ 100/ 

/ p \2 2« 

oder, wenn 1 1 — j^j = 1 — -rj^ unter Vernachlässigung 

des quadratischen Gliedes gesetzt wird: 



i>3 = 



a2 + 62 



Das Verfahren ist also so, daß man aus p^ und p^ das 
Mittel mit Rücksicht auf Gewiclite a' und 6^ bildet. Man 
projiziert die schräg gemessene Entfernung d auf die beiden 
rechtwinklig zueinander vorausgesetzten Verzerrnngsrich- 
tungen; sind die Projektionen a und &, so sind a^ und b'^ 
als Gewichte einzusetzen. 

Man kann statt dessen auch den Winkel q> einführen, 
welchen die Richtung von d mit der einen Verzerrungs- 
richtung a bildet so daß — = tg^? ist, wodurch man 

* , * # 

Pg = ^1 cos* 9? + JP2 sio* 9 
erhält 

Dies wenden wir auf den Fall an, daß ein schief zu 

den Kartenrändern gemessenes Rechteck mit den Seiten d^ 

und d^ nach der Karte berechnet werden soll. Sind p^ 
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und p^ die prozentualen Änderungen der Rechteckseiten, so 
erhalten wir nach der soeben abgeleiteten Formel, da die 
Winkel, welche .diese beiden Seiten mit der Sichtung a ein- 
schließen, um 9.0^, verschieden sind: , 

i^g = jPi cosV +i>2 sin V 

P^ = Pi sin^^? +^2 cos^^? , 

also i>8 +i^4 =i^i +Ä • I^iö Fläche des Rechtecks ist daher 

unabhängig von der Lage des Rechtecks zu den Haupt- 
verzerrungsrichtungen. 

Nur im Falle eine Seite nach den Originalmessungen, 
die andere aber aus der Karte entnommen ist, muß man die 
Verkürzung der letzteren nach der angefahrten Formel be- 
rücksichtigen. 



Kapitel m. 

• * 

Flächenteüimg und GrenzreguUerung. 

§ 12. EinleitoDg. 

Die Aufgabe der Flächenteilung: 'tritt in zwei verschie- 
denen Fällen auf: einmal, wenn es sich um wirkliche Tei- 
lung eines Grundstücks, z. B. bei Erbt^chaft, handelt, wobei 
dann häufig auf die nach dem Ertrag-swert und anderen 
Umständen abgeschätzte Bonität der einzelnen Teile Rück- 
sicht genommen werden muß, andererseits spielt dieselbe 
Aufgabe bei ürenzregulierungen eine Rolle. 

In einfachen Fällen und wenn keine große Genauig- 
keit gefordert wird, begtmgt man sich damit, auf einem 
Pla^e genügend großen Maßstabes die Lösung durch Pro- 
bieren zu versuchen und durch Ausmessung der erhaltenen 
Teilflächen, z. B. mit dem Planimeter, den Fehler fest- 
zustellen, um hiernach eine Verbesserung zu berechnen. 

Soll z. B. eine abgeteilte Fläche f der n-te Teil dei* 
ganzen Fläche F sein, und teilt eine nach Augenmaß ge^ 
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zogene (rerade^ wie die AusmeRsung zeigt, die Fläche f + A 
ab, 80 wird, wenn der Fehler A nur klein ist, das kleine 
Flächenstack A mit einem Rechteck verwechselt werden 
dürfen, dessen Seiten die fehlerhafte und die richtige Grenz- 
gerade und kleine Stücke der Grundstücksgrenzen bilden. 




Fig. 11. 

Ist l als Länge der Teilung«geraden gemessen, so berechnet 
man daher den Abstand h der richtigen von der angenom- 

menen TeUungsÜBie durch Ä = :^ , «m den man letete« 

senkrecht zu ihrer Richtung verrückt. 

Ist dagegen vorgeschrieben, daß die gerade Teilunga- 
linie durch einen Punkt P der Umgrenzung des Grund- 
stückes geht, so kann A als die Fläche eines kleinen Drei- 
ecks auffaßt werden, das näher ungs weise als ein recht- 




Fig. 12. 



hh 



und man 



winkliges gelten kann. Es ist dann A > 

verschiebt demnach den anderen Endpunkt der Teilungs- 

2A 
linie senkrecht zu ihr um ein Stück h » -y- . Zieht man 

durch den Endpunkt dieser Senkrechten eine Parallele zur 
vorläufigen Teilungslinie, so kann man deren Schnittpunkt 
mit der Umgrenzung als den gesuchten Endpunkt der end- 
gültigen Teilungsgeraden betrachten. 



§ 13. DreiecksteiluQg. 
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§ 13. Dreiecksteilnng. 

Ln allgemeineu werden nur die einfacheren^ auf Drei- 
ecke und Vierecke bezüglichen Aufgaben einer matheniati- 
Bchen Behandlung unterworfen. Hier sollen einige Beispiele 
für die Lösung teils durch geometrische Konstruktion^ teils 
durch analytische Behandlung oder mit Benützung von Ko- 
ordinaten angeführt werden. 

1. Ein Breieck durch eine Gerade aus einem Eckpunkt 
in gegebenem Verhältnis zu teilen. 

Diese einfache Aufgabe, die durch Teilung der Gegen- 
seite in demselben Verhältnis und Verbindung des Eck- 
punktes mit dem Teilpunkt der Seite ihre Erledigung findet, 
läßt sich für die Teilung eines Polygons in Teile von ge- 
gebenem Verhältnis durch eine Gerade von einem Eckpui^t 
aus verwerten. 




Fig. 18. 

Soll z. B. das Polygon ABCDEF von C aus in drei 
gleiche Teile geteilt werden, so verwandelt man das Polygon 
in der in § 4 angegebenen Weise durch Parallelabschieben 
in ein fiächengleiches Dreieck C GH mit der Spitze C. Teilt 
man GH in I und K in drei gleiche Teile, so teilen die 
Verbindungslinien CI und CK sowohl das Dreieck OCH 
wie das Polygon ABCDEF in drei gleiche Teile. Denn 
CGI ist mit ABCI und CKH mit CDEFK nach der 
Konstruktion flächengleich. 

Obgleich die Teilung in beliebig viele Teile und in ver- 
schiedenen Verhältniszahlen auf diese Weise ausgeführt werden 
kann, ist eine Beschränkung dadurch gegeben, daß die Teil- 
linien CI, CK. , . den Umfang des Polygons außer in C 
nur einmal treffen dürfen. 

Wichtiger als die Teilung eines Dreiecks aus einem Eck- 
punkte ist die Teilung aus einem gegebenen Punkte einer Seite. 
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2. Den n-ten Teil der Dreiecksflache ABC durch eine 
Gerade aus D abzuschneiden. 

Man trage d€;n n-ten Teil von AB von A oder B aas 
darauf ab, z. B. AS^ so daß AC8 der n-te.Teil von ABC 
ist. Eine Parallele, zu CD durch 8 schneidet AC \n Ty 
dann i^t die Verbindungsgerade DT die gesuchte Tei- 
lungslinie. 

. TSC = TSD . Addiert man hierzu beiderseitig 

ATS = ATS , so folgt 

ASC = DTA = ^F. 

n 




A s n 3 

Fig. 14 

Soll allgemeiner das Verhältnis der beiden Teile m:n 
sein, so können wir die Teilungslinie DT oder ihren Schnitt- 
punkt T auch so finden: Es sei 

AS __ ^ 
'SB'^'n' 
dann ist 

AS m AT AS AS AB AB m 



AB m+n' AG AD AB AD AD m + n* 

Demnach 

■ ^ AB'AC m 

AI == Tri — * i • 

AD m+n _ 

Übungsaufgabe: Ein Dreieck ABC aus zwei in AB 
liegenden Punkten D und E durch gerade Linien in drei 
gleiche Teile zu teilen. 
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3. Ein Dreieck ABC aus einem gefsrebenen Punkte P 
im Innern desselben in gegebenem Verhältnis zu teilen. 

Wir nehmen zunächst an, das abj^teilte Stück sei 
PFAD = f, das von der Senkrechten PF auf die Seite AB 
und der gesuchten Teillinie PD begrenzt ist Nehmen wir 
AB als x-Achsef die y- Achse senkrecht diazu (entgegengesetzt 
der Bewegung des Uhrzeigers zurückgehend)^ so seien die Ko- 
ordinaten der Punkte 

c 



A 








B 


b 





C 


a 


c 


P 


Xq 


9o 


D 


f 


V 




Wir nehmen an, 
daß man von der Senk- ^ 
rechten PF zur ge- 
suchten Geraden PD 
durch Drehung im Sinne des Uhrzeigers gelangt. Das ab- 
geteilte Flächenstück f verhalte sich zur Fläche F des Drei- 
ecks ABC wie mim + nf so daß das Dreieck im gegebenen 
Verhältnis mm geteilt- wird. 

i. Fällt der Punkt D in die Gerade AF, so gilt die 

Ungleichheit 2/* <n?oyo« 

Für 2/'=n?o^o fällt D mit A zusammen: 

2. Ist XqPq <2f<ac — (a — Xq){c + y^) oder 
so fallt D auf AC\ für 

* » 

2/*= a?o (c + yo) — «yo = ^0 c + (^0 — «)yo 

fällt D mit C zusammen. 

5. Wenn x^ {c + Vq) — ay^ <2f <2 F — {b — Xo)yQ , so 
fällt D auf CB, für 2f=2F-{b^Xo)yo fäUt D und*;J5 
zusammen. 

4. Endlich wird für 

; : ., . ■ 2F-ib-a;o)yo<'2f<2F .' '.. 

D auf BF fallen. 
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Diesen verschiedenen Fällen entsprechen folgende Ko- 
ordinaten { , tj von D f die wir zur Unterscheidung mit ver- 
schiedenen Indizes bezeichnen: 

1. D auf AFi 

yo(^o-fi) = 2/, g^^ ^oyo-2/ ^ ^^_Q 

Vo 

2. D auf ACi 

(^0 - f«) (yo + ^«) + f« ^2 = 2 / , 

also mit Rücksicht auf 

t ^ ^^ t (^(^yo-^f) ^ c(agoyo--2/) 

3. D auf GBl 

ac + (fs - a)(^8 + c) - (fs - ^o)(^8 + yo) = 2/, 
also mit Rücksicht auf 

^ (g - 6)(a;oyo - 2/) + 6c(a- gp) 
'"" c(6-a?o)-yol6-a) ' 

_^ (a?oyo--2/) + 6(c-yo) 
^8 ' c(6 — a:o)-yol*~«) ' 

4. D auf i^JB: 

22?^-(f,-a:o)yo = 2/, 



mithin 






Ist allgemeiner die Gerade P6r statt der Senkrechten PJP, 
wie bisher angenommen wurde, als Teilungslinie gegeben, 
so berechnet man den Inhalt A des Dreiecks FFG, näm- 
lich wenn x^ die Abszisse von G ist: zl = ^(a;'— a;o)yo • 
Soll dann im Falle der Fig. 15 ADPG = f sein, so ist 
ADPF=f— A . Wir haben also f-A^ /*— i(^'-a?o)yo 
statt f in die obigen Formeln einzuführen. 

Soll es möglich sein, das Dreieck durch eine Grerade 
in der verlangten Weise zu teilen, so muß GPD eine ge- 
rade Linie bilden; es liegt dann die nachher unter 6. be- 
handelte Aufgabe vor. 
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Wenn der Punkt im Innern des Dreiecks unbekannt isl^ 
so können wir folgende einfache Aufgabe stellen: 

4. Ein Dreieck durch gerade Linien aus den drei Ecken 
nach einem unbekannten Punkte im Verhältnis mintp zu 
teilen. 

Man teilt eine Seite in diesem Verhältnis^ zieht dureh 
jeden der beiden Teilpunkte eine Parallele zur nächsten der 
beiden anderen Seiten^ so ist der Schnittpunkt der Parallelen 
der verlange Punkt, wie leicht bewiesen werden kann. 

Ist der Punkt im Innern von den Ecken gleich weit 
entfernt, also der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises, 
so verhalten sich die Flächen der Teildreiecke, welche durch 
Verbindung des Punktes mit den Dreiecksecken entstehen, 
wie die Sinus der Winkel, welche die Teillinien miteinander 
bilden. 

Schwieriger ist die folgende Aufgabe, die bei der Ver- 
koppelung von Geestemünde vorkam. 

5. Gesucht ein Punkt P innerhalb des Dreiecks ABC, 
so daß die Senkrechten von ihm auf die Seiten das Dreieck 
im Verhältnis m:n:p teilen. 

Sei / die Fläche des Dreiecks und 



mf 



m + n+p 



/i. 



nf 



m-\-n+p 



= /i 



Pf 



2 f 



m + n+p 



=/. 



8 9 




Fig. 16. 



so wird z. B. die Fläche PF^ÄFq = /i , welche die Ecke A 
enthalten möge, durch Parallelen PQ und PQ' zu den. 
Dreiecksseiten AC und AB, in ein Parallelogramm und 
zwei Dreiecksflächen zerlegt. Faßt man AQ ^ i und QP=rj 

Galle, Geodäsie. 3 
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als schiefwinklige Koordinaten des Punktes P auf, so erhalt 
man^ wenn man die drei Flächeninhalte (nach § 5) ausrechnet 
und addiert, und den Dreieckswinkel mit Ä bezeichnet: 

/^=:fiysin^+ ^^ 8in2^ 
oder auch 

Da die Diskriminante negativ (= — ^sin^J.), ist und die 
Hessesohe Determinante (S. S. WUL, S. 128 mit Ä bezeichnet) 

nicht verschwindet (» — sin^j, so stellt diese Gleichung 

zweiten Grades eine Hyperbel dar. Man kann sie auf 
die Hauptachsen als rechtwinklige Koordinatenachsen trans- 
formieren; die neue a;-Achse bildet dann mit der {-Achse 

den Winkel q), der durch tgq> = 1/^3: 7 * ^^ 9 ="k 

bestimmt ist und man erhält: 

^ ^ -"sin^- 

Dies ist aber (S. S. VULl, § 46) die Gleichung einer 
gleichseitigen Hyperbel. Auf die Asymptoten bezogen, die 
mit der a;-Achse den Winkel 45^, also mit der {-Achse den 

Winkel 45 ® + -^ bilden, lautet die Gleichung dieser Hyperbel: 

Ganz in derselben Weise hätte man von den Ecken B bzw. 
C ausgehend erhalten: 



sin (7 



und der Punkt P ergibt sich als Schnittpunkt der drei 
Hyperbeln. 

Über eine angenäherte Konstruktion dieser Hyperbeln 
vgl. Zeitschrift für Vermessungswesen, Bd. 33, S. 121, 1904. 
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6. Ein Dreieck ABC durch eine Gerade PMN im Ver- 
hältnis m:n za teilen^ die durch einen gegebenen Punkt P 
außerhalb des Dreiecks geht. 

Der Punkt P kann entweder durch die Entfernung q 
von einer Ecke G und den Winkel tp der Geraden CP 
und CA (also durch Polarkoordinaten ^ vgl S. S. YIII^ § 8) 
gegeben sein oder durch rechtwinklige Koordinaten Xq^ y^. 

Sind x^ys ^^® rechtwinkligen Koordinaten von C, so 
bestehen die Beziehungen 

f = a?Q — Xq =^ Q COS99 , 

^ = ^0—^8 = esin9?, 
f 2 + ^2 = ^2 . 

Die gesuchte Gerade wird 
durch CM = fi und CN = v 
bestimmt. 

Wenn F der Inhalt des 
Dreiecks ABC ist und die 
Dreieckswinkel mit A, By C 
bezeichnet werden^ so ist^ 
wenn 

CMN:MNAB^m:n 

sich verhalt: 




(1) 



/ = 



m 



P = 



/iV 



Fig. 17. 

sinC? (s. § 5), 



m + n 2 

(2) fj^vemC + ^QBm{q) -— C) == Qvsmq) , 

weil Dreieck PJ^rC=-Ci^Jlf+(7-afP. Berechnet man ^ 
aus Gleichung (2) und setzt den Wert in (1) ein^ so erhalt 
man folgende quadratische Gleichung in v aUein: 

2fv 2fsm((p--'C) 



»2_ 



Twithin 



QBUKp sin^psinC 



^sm99 
und ähnlich 



± 



Qsmq) f 



2 ^ sin 99 Q sin (99 — C) 



f 



sinC 



/* 



/ 



± 



^sin(9? — (7) — ' ^8in(99 



<P-C^ 



1 + 



2Qsia<p Qsva.{<p — G) 



f 



sin (7 
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Wir nehmen q><lSO^ an, C ist eis Dreiecks winkel stets 
<180<^. Der Fall <p>180^ läßt sich auf den anderen zo- 
rfickf Uhren, wenn q> mit 360^ — 9? und C mit 360® — C 
und gleichzeitig fi und v vertauscht werden. 

Liegt P außerhalb des Dreiecks (Fig. 17), so ist 9>>C7 und 
die Wurzel reell, man erhält dann zwei Werte für jn und zwei 
Werte für v , von denen je einer positiv, je ein anderer ab^ 
negativ ist, d, h. zu Punkten M\ N^ auf der Verlängerung 
von AC und BC über C hinausgehört, also praktisch nicht 
in Betracht kommt 




Fig. 18. 

Liegt P innerhalb des Dreiecks (Fig. 18), so erhält man 

nur dann eine reelle LSsuns:, wenn /> — ^. ^ ^ . 

° smC; 

Die Bedeutung dieses Ausdrucks leuchtet sofort bei Be- 
nutzung der rechtwinkligen Koordinaten ein, indem 

^sin((7 — 99) 

ist. Zieht man durch P Parallelen PJR und PS zu CA 
und CB^ so ist die Seite des entstehenden Parallelogramms 
CS = S — V ctg(7 und sein Lnhalt 

tjiS — f] ctgC) = ^ ^ . ' ^ . 

Demnach muß / mindestens der doppelten Fläche dieses 
Parallelogramms gleich sein, wenn eüie reelle Lösung er- 
halten werden soU. 
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Bei Einführung von { und tj gehen die obigen Formehi 
in folgende über^ wenn wir zugleich die Dreiecksflachie f 
wieder einführen: 



m 



_.|(.±|/i + ^«_,«,o,^). 



m + 

q>^C gibt den speziellen l^all, daß der Punkt P auf der 
Dreiecksseite (7jB oder deren Verlängerung liegt Die Auf- 
gabe stinunt dann mit Aufgabe 2. überein, ein Dreieck durch 
eine Gerade von einem Punkte einer Seite im Yerhalt- 
nis m:n zu teilen. Da hierbei nur der Wurzelwert +1 ii^ 
Betracht kommt, so wird fi^oo, wodurch das Zusamm^i^ 
&dlen von CP und CA zum J.usdruck kommt und 

2F m 



^sinCz IW + n * 

Ein anderer spezieller Fall der behandelten Angabe 
ist folgender: 

7. Ein Dreieck durch eine Parallele zu einer Seite JlB 
Ytta gegebenen Yerhältnis m:n zu teilen. 

Wir setzen, indem wir den Punkt P (vgl. Fig. 17) auf 
einer Parallelen zu AB durch G ins Unendliche rücken lassen, 

9) = 180o — -4, Q^oo 
und schreiben 






,__i_±w^^+2,'.i=(,-C) 



Q sin^? — y ^ sin^99 sinCsin^? 

Die Glieder mit q im Nenner werden null, also mit BftiSk- 
sieht auf ^ + jB + C=180<>: 



Wir fugen noch eine auf das Dreieck bezü^iche Auf- 
gabe hinzu: 
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8. Ein Dreieck dnroh eine möglichst kurze Gerade im 
Verhältnis m:n zu teilen. 

Die Lange der Geraden sei Cf cUe Abschnitte vom 
Eckpunkte C des Dreiecks auf den Seiten CB und CA 
mögen wieder mit fi und v bezeichnet werden. Dann soll 

f« s=yte* + y« — 2/ivcosC 

.ein Minixnam werden mit der Nebenbedingung 

uvBmC^2f^2 — 7—F, 
'^ m + n 

wenn / die Fläche des abgetrennten, F des ursprünglichen 
Dreiecks ist. 

Multipliziert man die Bedingungsgleichung mit dem 
unbestimmten Faktor 2X und addiert sie zu der Gleichung 
für C^, so erhält man für das Minimum durch Differentiation 
nach jii und v und Nullsetzung (vgl. S. S. X, § 18): 

yte~ vcosO— XveinC >= 

V — ytecosO— Jl/isinC= . 

Hiermit folgt yu^ •— v' » , indem man die erste Gleichung 
mit ßjtf die zweite mit —v multipliziert und beide addiert 
Es muß also entweder ^4-vf=0 sein oder ^->-y = 0. 
Das letztere kommt allein in Betracht. Werden die den 
Winkel C einschüeßenden Dreiecksseiten^« und h genannt» 

SO erhalt man mit Rücksicht auf i^= — sin (7 



A* = ^ = 1/ ; 



ab . 



m + n 

Es wird also ein gleichschenkeliges Dreieck abgetrennt durch 
eine Gerade von der Länge 



C = 2'[ /77;. »sin 



mab . C 

• sm-;r- 

m + n 2 



§ 14. yierecksteilang. 

Die Aufgaben der Yierecksteilung sind zum Teil in den 
Dreiecksaufgaben enthalten. Denn das Viereck ÄBCD 
kann durch Verlängerung zweier Seiten ÄD und BG bis 
zu ihrem Schnittpunkt S als Teil eines Dreiecks^ ABS auf- 
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gefaßt werden, das sich leicht aas der Seite AB und den 
anliegenden Winkeln A und B berechnen laßt. Soll das 
Viereck durch eine Gerade aus dem Punkte P im Verhält- 
nis niin^ geteilt werden, so kommt dies auf^ine Teilung 
des Dreiecks SAB im Verhältnis m 4- % :^ hinaus. 

Es wird aber oft bequemer sein^ andere Bestimmungs- 
stficke für die gesuchte Teilgerade zu erhalten als 

DM^SM-SD und CN==8N-SC oder AM xmd BN. 




Fig. 19. 

Deshalb behandeln wir die Vierecksteilung noch etwas anders 
und zwar zunächst die Parallelteilung und die Teilung aus 
einem Punkte und sodann die Teilung nach gleichen' Seiten- 
verhältnissen. 

1. Parallelteilung des Vierecks (Fig. 20). 

Gegeben das Viereck AB CD , gesucht eine Gerade MN 
parallel zn AB, welche die Fläche F im Verhältnis min teilt*. 

Die Gerade Jlf ^ ist bestimmt durch ihren Abstand h 
von AB oder durch ihre Länge s, die wir als'^ie verlangten 
Bestimmungsstücke betrachten. 

Wir vervollständigen auch hier das Viereck zu einem 
Dreieck mit dem Scheitel 8, bezeichnen AB mit a, setzen 

-^2^= /, so ist die FEche ABNM gleich f, 
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a« »* a* — «* 



2/ = 



cigA + ctgB ctgÄ + ctgjB 



s^^a^^ 2f{ctgA + ctgjB) , ä 



ctg J. + ctgB 
2f 



a + s 



Die Wurzel ist immer reell, wemi der Flächeninhalt I des 
Dreiecks ABS größer ist als die doppelte Fläche ABNM 

oder J> — ; — -JF ist 

Soll eine Teilungsgerade gefunden werden, die nicht 

einer Yierecksseite, sondern 
allgemeiner einer beliebigen 
Geraden parallel ist, so läßt 
sich dieser Fall auf den 
vorigen zurückfuhren. Legt 
man nämlich durch eine 
Ecke des Vierecks eine Par- 
allele zu der gegebenen Rich- 
tung, so daß sie in das 
Innere des Vierecks fällt 
und daher ein Dreieck oder 
Viereck von demselben ab- 
schneidet , so kann man 
diese abgeschnittene Figur 
^B berechnen, da der Winkel 
der gegebenen Richtung mit 
der angrenzenden Seite des 
• ursprünglichen Vierecks be- 
kannt ist und daher im Falle eines Dreiecks eine Seite 
und zwei anliegende Winkel, im Falle eines Vierecks 
zwei Seiten und drei Winkel gegeben «Lnd, wie man 
leicht aus einer Figur erpehen kann. Hat nun das ab- 
geschnittene Stück den Flächeninhalt zl, mithin das übrig- 

bleibende jP— zl, so kennt man — = — . Soll nun eine 
Fläche / = — ; — F gefunden werden, so ist wegen 



A 




Fi .20. 



f-a' f 



m 



m + n 
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fiF—A zu finden, also die Aufgabe entweder auf die vor- 
stehende oder die Dreiecksaufgabe 7 zurückgeführt Man 
vergleiche auch Aufgabe 3 im folgenden. 

2. Ein Viereck aus einem Punkte P auf der Verlänge- 
rung einer Seite AB im Verhältnis min zm teilen. 

Diese Aufgabe losen wir, indem wir den Winkel ^ 
suchen, welchen die Teilungslinie PMN mit der Seite AB 
bildet. 

Es sei PB » Q gegeben, 

AB^a, ABMN=-^^F=^f. 

' m + n 

Nun ist 

ABMN^PAN- PBMy 




Fig. 2L 

alflo nach § 5, wenn A und B die Winkel im Viereck 
ABCB sind, 

ctg9? 4- ctg^ ctg99 — ctgJB * 

Hieraus erhalten wir eine quadratische Gleichung für 
etg9!> in der Form: 

Ä ctg*9? + j8 ctg99 -f- y «— 
oder 

cte<P- 2^^ • 

Es ist hierin 

/8 = 2 f(otgA — ctgB) — a (a + 2 ^) , 

y = (a + Q^oigB + Q^cigA — 2fcitgActgB. 

Die Wurzel ist reell, wenn /8* > 4 ex y ist. 
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Ist q) berechnet^ so findet man 

^ 8in(5 — (p) 8in(-4. + 9?) 

Eine Pjfifung erfaßt man dmxsh die bekannte Vierecks- 
formel (§ 5): 

2/'=ar •sinJ. + a/iflinjB— /iysin(J. + -B) . 

Wir finden auch die Lange von MN^PN — PM 

, . ^ sinj. sinJB 

s « {q + a) -T-7-7-T— T — Q 



Bm{A + q>) 8in(jB — 9?) * 

3. Ein Viereck aus einem beliebigen Punkte in ge- 
gebenem VerhaltDis zu teilen. 

Diese Au^be kann auf die vorhergehenden zurück- 
geführt werden, indem die Gerade PB (Fig. 19) gezogen 
wird, welche AD in A trifit; das Dreieck AA'JB kann 
leicht aus einer Seite und zwei anliegenden Winkeln be- 
rechnet werden, nachdem zuvor Dreieck PAB aus dem ge- 
gebenen Winkel PAB=^tp, der gegebenen Entfernung 
PA = Q und der Yierecksseite AB «= a erhalten ist. 

Wird der Inhalt von AA'B mit A bezeichnet^ und soll 

die Fläche von ABNM f= — -^ — F sein, so ist jetzt 

ni + Wjj -^ 

ABGB , d. h. die Fläche F— A^ nach Aufgabe 2 so zu 

teüen, daß A'BNM^ f-^A wird: 

/-4--5 F--^A, 

rj fh + fh 

ABNM f-A ^ n^{F-A)-n^A 

A'BCB ^-Fr-A ~ (wi 4- W3) (JP- J) • 

4. Ein Viereck ABCB durch eine Gerade MN zu 
teilen, welche die Fläche im Verhältnis m:n und zwei 
gegenüberliegende Seiten in gleichen Verhältnisse teilt 

Wenn 

AB = a, CB^b, AB = c, BC==d, AM^fiy BN=^v 
kurz bezeichnet Zierden, so soll das VBrhältnis 
• ABNMiMNCB = m:n gegeben, 

.IJ,:c = v:d = v gesucht sein. 
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Nach § 5 haben wir: 

2F= acsinA + adsinB — cd8m{Ä + J?) 

= a(csmÄ + d&inB) — 2zl , 

cd 
wo A = —&in{Ä + B) die Fläche eines leicht kanstroier- 

baren Dreiecks mit c und d als Seiten und dem eingeschlos- 
senen Winkel 180^ — (-4 + jB) , des sogenannten Konvergenz- 
dreiecks der Seiten AD und BC bezeichnet. 




Die Fläche / des abgeteilten Vierecks ABNM wird 
ebenso erhalten: 



2/ = 2 



m 



JP= a^sinA + avsmB — fivBm{A + B) 



m + n 

= va{esinA + d&inB) — t;*cdsin(-4 + B) , mithin 
(♦) t?M - t;(JP+ zl) + /*= . 

Hieraus erhalt man das gesuchte Verhältnis 

F+A 



V = 



2A 



r\fW±WZZ 

-\ 4zl2 A 



und damit ßjt = cv, v = dv. 

Wenn J. + B nahezu 180^ ist, wie dies häufig vor- 
kommen wird, so ist J nahezu null, und man berechnet 



besser — statt v: 

V 



1^ 

V 



F+A F+A 



2/ 



2/- 



1/- 



4/"J 



{F+Ay' 
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wie man sofort findet, wenn man die Gleichung (*) mit t;' 
dividiert. Diese Formel ist also bei nahezu eintretendem 
Parallelismus von AD und BG vorzuziehen. 

Für m = nf d. h. für Halbierung der Flache wird 
f » 2/ und m = n, dann ist 



i-+#±}Mir- 



Nur das eine Vorzeichen der Wurzel ist im praktische^ 
Falle brauchbar. Das andere gibt eine Teilungslinie, die 
außerhalb des Vierecks fiele (für negatives v jenseits AB, 
für sehr großes v jenseits CD). 

Soll die Abteilung statt von A und B aus vielmehr 
vonD und C her vorgenommen werden, so daß DM=^c^/a 
und CN'^ d—-fA berechnet werden sollen, so führt man 

c — u d — V . 
^ = — -— =1 — v 

c d 

ein und man erhält mit Bücksicht auf: 



A-I + i{A'-'F)^+4.A{F-f) 
^ ""- 2A 

Diese Aufgabe ist noch deshalb von Bedeutung, weil 
sie einer Ejrweiterung fähig ist. Besteht nämlich ein lang- 
gestrecktes Polygon (wie in Fig. 22 angedeutet ist) aus an- 
einander grenzenden Vierecken, so kann man die vorstehende 
Aufgabe auf alle Vierecke der Beihe nach anwenden, wenn 
sämtliche gerade Grenzen, in denen benachbarte Vierecke 
zusammenstoßen, durch die Teilungslinie in demselben Ver- 
hältnis V geteilt werden sollen und das ganze Polygon in 
zwei Teile im Verhältnis min zerlegt werden soll. 

§ 15. 6reiizregiilieraiig. 

Die vorhergehenden Au%aben können bei Grenzr^n- 
lierungen Anwendung finden. In der Begel handelt es sich 
darum, die Grenze zweier Grundstücke, welche durch eine 
gebrochene Linie dargestellt ist, in eine geradlinige Grenze 
zu verwandeln, ohne das Verhältnis der Flächen zu ändern. 
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In der Praxis steckt man eine genäherte Richtang im 
Felde ab; die Flächen, welche sie mit den alten Grenzen 
einschließt, bestimmt man durch Koordinatenaufnahmen im 
Felde oder mißt sie auf dem Plane aus. Hierauf verbessert 
man die Riehtungen auf Grund der berechneten Flächen in 
der im § 12 angegebenen Art 

In manchen FäUen wird auf kleine Fläehenänderungen 
keine Rücksicht genommen^ wie folgendes Beispiel zeigt. 

Fünf Punkte P1P2P3P4P5 einer alten Grenzstrecke 
sind durch Yerrückung in unregelmäßige Lage gekommen« 
Die Eigentümer haben sich geeinigt, diejenige Gerade als 
Grenze anzuerkennen^ die sich möglichst an die aufgefundenen 
Punkte anschließt. 

Die Koordinaten der fünf Punkte wurden in bezug auf 
ein Koordinatensystem bestimmt^ dessen Abszissenachse 
nahezu mit der gesuchten Geraden zusanmienfieL 

X y 

Pi 0,00 m —1,10 m 

P2 712^3 -0,24 

P3 1318,42 +2,95 

P4 1731,04 +2,18 

P5 2026,50 +4,63 

Die Entfernungen x kann man als fehlerfrei ansehen, 
indem geringe Fehler die Lage der gesuchten Geraden^ 
deren Gleichung y = (xx + ß sei, nur wenig beeinflussen 
würden. 

Wendet man die Methode der kleinsten Quadrate an, 

so stellt man folgende Fehlergleichungen auf (vgl. S. 8. XIX, 

S. 325): 

-1,10 + Vi = 0.^ + ^ 

—0,24 + 172 = 0,713 (x + ß 

+2,95 + t;3 = 1,318 a + /? 

+2,18 + v^ = 1,731 a+iS 

+4,63 + ^5 = 2,027 Ä + jff 

Hierbei sind die Koeffizienten von (x, um sie der 
Größenordnung der y gleich zu machen, mit 1000 dividiert 
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und entsprechend abgerundet worden^ da das Resultat auch 
nur auf zwei oder drei Stellen genau gewünscht wird. 

Wird aus der ersten Gleichung ein Näherungswert 
(ß) = —1^10, darauf aus der letzten^ in der a den größten 
Koeffizienten hat, ein Näherungswert (a) = +2,80 berechnet| 
und setzt man a = (a) + f , ^ = (^) + «y , so erhält man die 
Normalgleichungen : 

+9,351 f + 5,789 tj + 2,939 = 
+5,789 f + 5,000 fj + 2,289 = . 

Ihre Auflösung gibt f = —0,109, rj = —0,332, mithin 
a = +2,691, ß = —1,432. Ist i der Winkel der gesuchten 
Greraden mit der a?- Achse, so folgt * = 9',3 aus 1000 • tgi = ä, 
während ß = —1,43 m die Ordinate ihres Schnittpunktes mit 
der y-Achse ist 



Kapitel IV. 

Flächen auf dem Ellipsoid. 

§ 16. Flächeninhalt der Gradabteilnngen. 

Während die Krümmung der Erde nach den Bemer- 
kungen in § 2 bei den Flächenmessungen im allgemeinen 
nicht in Beteaoht gezogen za werden pflegt, gibt es dodi 
Angaben, die eine Berücksichtigung der Figur der Erd- 
oberfläche erfordern. 

In den Vereinigten Staaten von Amerika ist für die 
Landteilung bestimmt, daß von einem Anfangsmeridian und 
einem dazu senkrechten Breitenparallel ausgehend quadra- 
tische Stadtgebiete (townships) von 6 englischen Meüen 
Seitenlänge (eine englische Meile = 1,609315 km), die dann 
weiter in 36 quadratische Sektionen geteilt werden, abgeteilt 
werden sollen. Indem gleichzeitig festgesetzt ist> daß die 
Grenzseiten den Meridianrichtungen und den Richtungen der 
Parallelkreise folgen sollen, wobei die astronomische Fest- 
legung der Meridian- und Parallelrichtung in Abständen 
von je 24 englischen Meilen vom Anfangsmeridian und 
AnfangsparaUel ausgehend wiederholt wird, entsteht infolge 
der Meridiankonvergenz ein mathematischer Widerspruch. 



§ 16. Fl&cheninlialt der Gradabteilungen. 
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Denn der Abstand zweier Meridiane auf der Erdoberfläche 
nimmt mit wachsender geographischer Breite ab^ so daß die 
von zwei Meridianen und zwei Parallelkreisen begrenzten 
Flachenstücke eine trapezähnliche Form haben. In den 
Surveying Instructions for the Survey of Public Lands of 
the United States wird der durch die Einführung der Meri- 
diane und Parallele entstehende Zu- oder Abgang der als 
Quadrat abgesteckten Fläche eines Stadtgebietes bei den 
Bandsektionen berücksichtigt 




Fig. 28. 

Sind die Abstände der begrenzenden Meridiane und 
Pandlelkreise klein^ so kann das von ihnen eingeschlossene 
Flachenstück als eben betrachtet werden; darauf beruht die 
Möglichkeit^ einen solchen Teil der Erdoberfläche auf einer 
Karte darzustellen^ wie dies von selten der Preußischen Landes- 
aufnahme auf den Meßtischblättern geschieht. 

Für die beiden hier erwähnten Fälle ist die Aufgabe 
von Bedeutung^ den Flächeninhalt eines von zwei Meridianen 
und zwei Parallelkreisen begrenzten Flächenstückes auf der 
Flrdoberfläche zu berechnen. 

Die Erde hat die Gestalt eines Umdrehungsellipsoides 
(Sphäroides)y wenn man von geringen Abweichungen^ die hier 
nicht in Betracht kommen^ absieht. (In Deutschland be- 
tragen dieselben nach JSeJmert 5 — 10 m^ die gegenüber den 
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ErddimenBionen verschwindend sind. Überhaupt dürften die 
Abstände des Greoids [der Figur der Erde] vom EUipsoid 
rj^lOO m nicht überschreiten.) 

Wir denken uns das EUipsoid durch Umdrehung der 
in Fig. 23 dargesteUten Meridianellipse um ihre kleine Achse 
{N8 »2 b) entstanden (bei der die Exzentrizität aber über- 
trieben ist In dem Maßstabe der Zeichnung wäre die Ab- 
weichung vom Ej:eise nicht^ zu erkennen.) Die große Achse 
Ä^Ä = 2a beschreibt die Aquatorebene, Ein Punkt P{x,y) 
beschreibt einen Parallelkreis mit dem Radius PM = x. 
Liegt ein Punkt P' unendlich wenig von P entfernt auf 
derselben MeridianeUipse, so dafi PP^ als differentieUes 
Bogenelement der EUipse als geradlinig angesehen werden 
kann, so entsteht durch die Umdrehung von MM'P'P um 
MM' ein Kegelstumpf, dessen von PP' beschriebene Ober^ 
fläche dZ=:^PP'(MP + M'P')n^ds(x + x')n die von 
zwei unendUch benachbarten ParaUelkreisen eingeschlossene 
Zone ist. 

Schneiden sich die Normalen der Ellipse in P und P 
im Punkte R% so ist PR' = P'R' — R^ der Meridiankrüm- 
mungshalbmesser. Den Winkel^ den PR' in Q mit der 
Äquatorebene bUdet^ bezeichnen wir mit 97 (geographische 
Breite); ist entsprechend der Winkel von P'R' in Q' mit 
der Äquatorebene (p', so folgt leicht aus dem kleinen Dreieck 
Q'QR', daß der Winkel Q'R'Q = ^' - ^ = rf^ ist Mithin 
ist ds ^R^*d(p. 

Es sei die Mittelpunktsgleichung der Meridianellipse in 
bezug auf CA als positive a:-Achse und CN als positive 
y^Achse (8. 8. Vm, § 42) 

Die Länge des Krümmungsradius ist 

(1 + y'4 

(S. 8. XI, § 20). Nach der EUipsengleichung ist 

b2Ä;2 + a2y2_a«b«=0. 

Durch Differentiation nach x folgt 

h^x + si^yy' = 0, 
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doTch nochmalige Differentiation 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf a^b^y^ -1- a*b*a?^ = a*b*, 
wenn wir y' und y" aus diesen drei Gleichungen berechnen, 

„ (b^a?g + a^y«)^ 

indem das Vorzeichen des Wurzelausdruckes so gewählt 
wird^ daß 22^ positiv ist 

Dieser Ausdruck möge noch umgeformt werden. Die 
Normale in Py deren Gleichung (nach S. S. YUly § 43 ^ 5) 

= a* — b* ist, schneidet die Abszissenachse im 

X y ' 

Punkte Q mit den Koordinaten 

a» — b« 

f = 5 — x = e^Xy ri^Qy 

a 



« — b* 
-wobei e » \l- — - — die numerische Exzentrizität der Meri- 



dianellipse bedeutet imd die y-Achse in It"i 

a» — b« 

Aus Dreieck PMR" folgt 



tg9? = 



TTiitliin 



,2/n ^ 



MP X X h^' 



\jg^(p SL^y^ 



1 h^x^" 



cos* 9? 



und 



a« 



1 + tgV b*a?« + a4y« 

a*b* 



cosV + b* sinV = ^4y2 + b^ 



x^ 



oder 



a*y2 + b*^2 = a^cosV + b^smV * 

Oalle, Geodäsie. 4 
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Da 

a* coB V + b« 8m»9> = a«(l — e^ 8in.^<p) = a« TT« , 

wenn Tr=yi — e*8in*97 eingeführt wird^ so folgt 

PR' = R, ?-^ -. 

(a* 008*9? + ^^ 8in'97)* 

und mit Bfiokaicht auf a*(l -— e*) = b* 

a(l - e«) 



JB,= 



TT» 



Die Normalen auf dem Sphäroid in zwei benachbarten 
Punkten desselben Parallelkreises schneiden sich in einem 
Punkte H'^ der Umdrehungsachse^ die Lange PR^' » i^ 
wird der Querkrümmungshalbmesser im Punkte P genannt 
Aus Dreieck MPR'' folgt 

PJf «ar = JRjCOSQ?, also IL = . 

^ ^' ^ cos9> 

Nun war 

a:« b*ir2 + a*y*_^ a*b* 

cösV ^ ?r«b* ' 

mithin ist 



TT • 
Der Radius MP des Parallelkreises ist 

a? = -:=- COS99 = jKg cos9> . 

Nach dieser Vorbereitung erhalten wir für die unend- 
lich schmale Zone^ indem wir noch in dem Ausdruck für dZ 
Seite i8 x^ => x^ dx setzen und das Produkt dxds gegen die 
Olieder erster Ordnung vernachlässigen, dZ=2xnds (vgl 
S. S. XI) § 13. Denselben Ausdruck liefert auch die Chd' 
dinBche Regel, siehe Taschenbuch der Hütte I^ S. 127) oder: 

,^ 2 713,^(1 -— e^)co8(pdq) ^ , b oo8q)dq) 
dZ ^^j = 2«ab--^^ 



1 +n TT* ' 
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wenn 

b 1 — n , a — b 

— = -^j— — oder n = — — r- 
a 1 + n a + b 

gesetzt wird. 

Ffihrt man auch nmW durch e » -:r-^ — ein, so wird 

1 +n 

TT* « 1 - e^ sin V = 1 - ,, ^^ ,, sin V • 

(1 + n)2 ^ 

Setzt man hier 

sm^? = —, , also %m^q) = — , 

80 wird 

und 

TT-* = (1 + n)*(l + nc+«'v)-«(l + ne-"^)-« . 
Da 

(1 + nc+"*')-« = 1 — 2nc+"^ + 3 n« c+^'fv - 4 n» c+«'^ 

(1 4- ne-^^'P)'^ = 1 — 2nc-*'v + 3n«6-*'v — 4n8e-««> 

80 ist das Produkt 
(1 + nc+«'v)-«(l + nc-"^)-« = J. - 2 JB J 

+ 20 Y- 22) J 

e+8»> + g-8^y 

+ 2:2if 2 •• • 

=«-4. — 2 JBco82 9? + 2Ccos4 93 —■ 2 D cos6 9? + 2 J&COS89? ... , 
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wo 

Ä 

B 
C 
D 
E 



1 +2.2n« + 3-3n* + 4.4n« +5-5n8 +. 
2n +2.3n8 + 3-4n6 + 4.5n7 +5-6n» +• 
3n« + 2-4n* + 3-5n« + 4*6n8 +5-7nio+ . 
4n» + 2.5n5 + 3-6n7 + 4-7n» +5*8nii+ . 
5n* + 2.6n« + 3.7n8 + 4.8nio + 5.9n"+ . 



wird 



Mit Bückedcht auf 

= 1 + 2n — 2n» — n* = -»r 



^8 



dZ^ 2i7iabJr{J.cos97 — 2jBco897COs2^ + 2Cco89?cob497 
— 2D 00897008697 + 2^00897008897 . . *}dfp . 

Da 



2 008 97 cos2 A 97 = 008(2 A + 1) 97 + 008(2 A — 1) 97 , 



80 i8t 



dZ=-2n2i,hN{{A — JB)oo89? — (JB— 0) 00889? 
+ ((7--D)oo8597 — (D — JK)oo8797 ...}dq> . 

Hierin i8t 



^-5=1- 



B-C = 



C^D 



D--E = 



2n + 4n2-6n8 + 9n*-12n6 + 16n« 

-20n7 + 25n8 — 30n»... 

2n-3na + 6n8-8n4 + 12n« — 15n« 

+ 20n7 — 24 n» + 30^» . . . 

3n» - 4n» + 8n* — lOn« + 15n« 

-18n7 + 24n8-28n»... 

4n8 — 5n* + 10n5— 12n« 

+ 18n7-21n8 + 28»9... 



r 
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Wenn man mit N ausmultipliziert, erkennt man^ daß 
die höheren Potenzen sich aufheben^ es bleibt 

N{Ä -B)^l 
N{B-'C)=^n{n + 2) 
JV(0-D) = n2(2n + 3) 



Demnach erhält man 

dZ»277ab{cos99 — n{n + 2)cos39> + n*(2n + 3)co859> 

— n^{3n + 4:)oo8l (p .. .}dq> . 

Durch Integration erhalt man für eine Zone zwischen 
(Pi und 97a (9^2 > 9i) wegen 






cos A 9> • dq) = -y (sinJl q)^ — sinA q>i) 



Vi 

Za2j7ab(sin972 — sin^?! — ■J-w(w + 2)(sin3 992 — sin39?i) 
+ |n2(2n + 3)(sin59>2 — sin59>i) 
— \n^ (3 n + 4) (sm7 93, — sin? 9?i) . . .) • 

Setzt man 9?3 = +90^, 9?i = —90®, so erhalt man die 
gesamte Erdoberfläche 

jP=4:7rab(l+-J-n(n + 2) + |n2(2n + 3) + |n8(3n + 4),..). 
sin9?2 — sin97i = 2 cos ^^ T^ ^^ sin ^' ^^ , 

80 wird, wenn man noch die Mittelbreite ^^ = q)^ , 

9, — 9?i = Aq) setzt: 

Z=47rab[sin-J^J9>co8970 — ^n{n + 2)sinf J97-cos3 9?o 

+ ^n^{2n+ 3)sin|J97-cos597o 

— -f n8(3n + 4)sin^ J9?.cos79>o . . .] • 

Man kann mm leicht z. B. den Flächeninhalt des auf 
emem Blatte der Karte des Deutschen Beiches (1:100000) 
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dargestellten Teiles der Erdoberfläche berechnen. Ein solches 
Blatt umfaßt ein Gebiet von 15' in Breite, also Aq>=^lW 
und von 30' in Lange. Da eine Zone 360^ in Lange um* 
faßt; so ist es nur nötige mit 720 zu dividieren. Für ein 
Blatt mit der Mittelbreite 970 ist daher der Flächeninhalt des 
dargestellten Trapezes der Erdoberfläche: 

uz a b 
J = ^ {sin 7'^ • 00S970 — ^ n (n + 2) sin22';5 oosS 9^0 

+ ^n2 (2 n + 3) 8in37'^ cosö (p^ 

— In» (3 n + 4) sin52',5 cos7 9?o - •> • 

Wegen der Kleinheit von n konvergiert die Eeihe schnell, 
und man wird sich auf die hingeschriebenen Glieder be- 
schranken können. 

Wir fügen noch die Werte der Erddimensionen hinzu, 
welche aus den von Bessd in Toisen angegebenen durch 
Verwandlung in Meter erhalten worden sind: 

a = 6377397,15 m , loga « 6,80464 34637 , 

b = 6356078,96 m , logb = 6,80318 92839 , 

a = ^^^ = 0,00334 27731 81579 = 1 : 299,152 813 (Ab- 
^ plattung) , 

e^ = 0,00667 43722 30614 , löge« = 7,82441 04237 - 10 , 
n = 0,00167 41848 00816, logn = 7,22380 33949 - 10 . 



ZWEITER ABSCHNITT. 

Linien. 



Kapitel V. 

Messimg gerader Linien. 

§ 17. Terfahren und Fehler der Messung. 

Die Längenmessung von geraden Strecken wurde bereits 
bei der Flächenausmessung erwähnt. Die unmittelbare Mes- 
sung einer abgesteckten und durch ihre Endpunkte be- 
stimmten geraden Strecke im Felde geschieht zwecks größerer 
Genauigkeit durch Meßlatten. Die Endpunkte werden etwa 
durch 20 cm lange, senkrecht in die Erde versenkte Draia- 
röhren von 4,5 cm lichter Weite, deren Mittellinie den Punkt 
bezeichnet, für längere Dauer vermarkt. Man benützt 
mindestens zwei Meßlatten (von je 5 m Länge), die in der 
vorher abgesteckten oder bezeichneten Richtung aneinand^ 
gelegt werden, wobei immer eine Latte liegen bleibt^ die 
andere jedesmal ohne Verrückung der liegenden in die Ver- 
längerung derselben gebracht wird. Im Augenblick des Auf- 
hebens der Latte wird laut gezählt, so daß die Apzahl der 
Lattenlängen abgezählt wird, welche die Strecke enthält. 

Im Falle eines geneigten Geländes bedient man sich der 
Staffelmethode, bei der zwei Mann notig sind, von denen 
einer den Lotstab hält, der andere die folgende Latte hori- 
zontal an diesen anlegt. Die Prüfung der senkrechten Stel- 
lung des Lotstabes und der wagerechten Lage der Latte 
erfolgt entweder durch Augenmaß oder genauer mittels Lot- 
senkels oder Dosenniveaus für den Lotstab. Für die fiori- 
zontalität der Latte wird es meist genügen, das freie Ende 
derselben um das feste (aufliegende) einen Kreisbogen be- 
schreiben zu lassen. Der horizontalen Lage entspricht dann 
der größte Abstand des Lotstabes von dem festen Ende. 

Benützt man Meßbänder oder Meßketten, so ist es vor- 
teilhafter^ bei geneigter Strecke das Meßband schief aufzu- 
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legen und den Neigungswinkel zu messen, wofür besondere 
Instrumente (Neigungsmesser) erdacht sind. Ist l die Band- 
lange, » der Neigungswinkel gegen die Horizontale, so ist 

die horizontale Lange Zcos^ oder die Eeduktion 2 2sin^-^^ 

welche negativ an die gemessene Länge angebracht wird. 

Fehler entstehen bei der Messung einer geraden Strecke 
durch Ungenauigkeit des Ablotens, bzw. Anlegens an den 
Endpunkten oder durch unsichere Bezeichnung dieser Punkte; 
durch unsicheres Anlegen der Latten aneinander: eine Ver- 
schiebung dei^ liegenden Latte durch zu starkes Andrücken, 
führt zu einer größeren Länge, bestehende Zwischenräume 
zu einer kleineren Länge der Strecke; durch Ausweichen 
der Latten aus der Richtung im horizontalen oder vertikalen 
Sinne, wodurch ein zu großer Wert erhalten wird; endlich 
durch fehlerhafte Annahme der Lattenlänge. 

Die Lattenlänge wird durch Vergleichung mit einem 
(aus Metall hergestellten) Normalmaß erhalten, für welches 
durch die Eüchungsbehorde die Oleichung bestimmt worden 
ist. Diese hat die Form: 

Normalmaß = M Meter + a + /? < (Jf meist = 1) . 

a ist der Fehler desselben bei der Temperatur < = 0® , ß der 
Ausdehnungskoeffizient für 1^ C. Für Messing beträgt letz- 
terer etwa 0;0000188, d. h. ein Stab von 1 m Länge dehnt 
sich bei Temperaturzunahme um 1^ um 0,0188 mm aus (3xhnr 
seiner Länge). 

Der mittlere Fehler m einer Längenmessung 

setzt sich aus zwei Teilen m^ und m, zusammen, von denen 
der eine m^ den unregelmäßig wirkenden Fehlerquellen, der 
andere «n^ den einseitig wirkenden seine Entstehung verdankt. 

Während m^^=^ A^ angenommen werden muß, ist 
m^=^Bn der Anzahl n der Lattenlängen proportional zu 
setzen und , 

oder wenn die Länge der Strecke l = n*a ist und 
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gesetzt wird, , 

Den zulässigen Grenzfehler betrachtet man mangels 
einer ausreichenden theoretischen Grundlage als ein Viel- 
faches, etwa das Dreifache des mittleren Fehlers und kann 
ihn demnach unter derselben Form darstellen. Die Preußische 
Anweisung IX^) schreibt dementsprechend als zulässige Fehler 
bei Längenmessungen vor: 

auf günstigem Boden 0,01 fU+^fiÖöl^ , 

auf mittlerem Boden 0,01 föT+ÖjÖÖTbP , 

auf ungünstigem Boden 0,01 '}/8l+ 0,011^ , 

wobei l die Gesamtlänge in Metern ist. 

In anderen Ländern sind die Bestimmungen etwas ab- 
weichend, z. B. beträgt der erlaubte Fehler in Württemberg 

bei Bodenneigung bis 2^1 ^i 0,1%, 

2 bis 7%: 0,20/,, 
mehr als 7%: 0,3 7,. 

Eine Ausgleichung von Längenmessungen wird nötig, 
wenn einmal die ganze Länge l, ein zweites Mal zwei Teil- 
strecken li und ^2 gemessen sind. 

Die Gleichung l = l^-{-l^ wird infolge der Beobach- 
tnngsfehler nicht streng erfüllt sein, vielmehr wird sich ein 
Widerspruch w zeigen: 

um diesen auszugleichen, werden den Messungsergebnissen 
hkfh ^® bezüglichen Verbesserungen VyV^^v^ zuerteilt, 
welche mit den Gewichten ^, jp^, ^2 einzuführen sind. Da 
die zunächst allein in Betracht gezogenen unregelmäßigen 
Fehler proportional der Quadratwurzel aus der Länge 
wachsen, so sind die Gewichte umgekehrt proportional den 
Langen (vgl. S. S. XIX, S. 313), also 

1 1 1 



^) Eine neue Auflage wird vorbereitet^ konnte aber hier noch 
nicht berücksichtigt werden. 
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Man erhalt 
i-l-vrsZ^-fVj-l-^-l-f;^ oder Z + v — Z^— Vi — ij — ^^=0 

und hat nun nach dem Verfahren der Ausreichung be- 
dingter Beobachtungen (S. S. XIX, S. 365) 

xa einem Minimum mit Bücksicht auf die aus obigem 
folgende Bedingungsgleichung v — v^ — Vg + ü? = «u machen. 
Mim setzt 

P Pi 

wobei die Korrelate K durch die Gleichimg 

^P Px P^f 

bestimmt wird. Da 

lK=^Vy l^K=—v^y ?aX=— «8 

ist, so sehen wir, daß der Widerspruch w auf die einzelnen 
Strecken proportional ihren Längen verteilt werden muß. 

Beispiel: Es sei durchlaufend gemessen l «= 415,26 m, 
dagegen \ = 274,38 m, J^ = 140,72 m, also i^ + i^ = 415,10 m; 
Widerspruch w = +0,16 . 

Man erhält 

2 = 1 = 415, g, ==1 = 274, 23=1 = 141, 
P Pi Pi 

830 X + 0,16 = , X 0,00019 , 

V = —0,08 , t?! = +0,05 , ^2 = + 0,03 , 
Z + i; = 415,18, ?i + Vi = 274,43 , Zj + 1?^ = 140,75 , 

415,18 = 274,43 + 140,75 . 

Es erübrigt noch zu bemerken, daß die regelmäßigen 
oder einseitig wirkenden Fehler, die der Länge proportional 
wachsen, selbstverständlich ebenfalls den Längen proportional 
verteilt werden müssen. 
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§ 18. MessnngsUndemisse. 

Bei den LangenmessuDgeD im Felde treten häafig Hinder- 
pisse auf, welehe eine unmittelbare Messung zwischen den 
beiden Endpunkten einer geraden Strecke unmöglich machen. 
Wir können hierbei auf 8. 8. III, TeU I, § 41 verweisen 
find beschränken uns deshalb auf zwei Beispiele^ die zu 
einigen Bemerkungen Anlaß geben. 

1. Die Lange einer nicht sehr langen Strecke MN zu 
messen, wenn zwischen ihren Endpunkten ein Hindernis liegt 

Man errichtet in zwei Punkten A und B zu beiden 
Seiten des Hindernisses Senkrechte ACxmA BD von gleicher 
Lange^ wozu im ebenen Gelände der Winkelspiegel benützt 
wird. Man stellt sich in A auf , zielt nach M und steckt 
einen Punkt C durch einen senkrechten Stab (Bake) ab^ 



^£ ^ / ^B Ji 




Fig. 24. 

dessen doppelt reflektiertes Büd im Winkelspiegel mit der 
Bake in M zusammenfällt. Zur Prüfung a) des richtigen 
Zielens, b) der richtigen Stellung der unter 45® gegeneinander 
geneigten Spiegel, c) der genauen Lage von A auf der ge- 
raden Verbindung von M. und JV wird, wenn dies möglich 
ist, die Absteckung von C durch Visieren auf N wiederholt. 
In derselben Weise erhält man die Kichtung JBD in JB, 
dann werden gleiche Strecken BD = AC abgemessen. Man 
erhält 

MN^MA + GD + BN. 

Bei geneigtem Gelände werden die rechten Winkel mit 
dem Winkelkreuz abgesteckt, das aus zwei senkrecht zuein- 
ander stehenden Visieren (mit langen Schlitzen) versehen 
ist. Steht ein Theodolit zur Verfügung, so wird bei Ein- 
stellung auf einen Endpunkt M oder j^^ der Horizontalkreis 
abgelesen, darauf eine um 90^ davon verschiedene Einstel- 
lung gemacht, dann hat das Fernrohr die gesuchte Richtung. 
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Die beiden Senkrechten ÄCund BD können durch zwei 
parallele Geraden von gleicher Länge ersetzt werden^ d. h. durch 
zwei Senkrechte auf einer beliebig gewählten Richtung. 

2. Die nicht sehr lange Strecke AB kann von ihren 
Endpunkten nicht übersehen werden. 

Man sucht einen Punkt C, von dem aus A und B 
sichtbar und zugänglich sind, mijBt CA = b, CB = a und 
den Winkel ACB (mit dem Theodoliten). Es ist im Drei- 
eck ABC , ^ 




Fig. 26. 

Q 

man erhält ^(A — B) und kennt |(^ + S) = 900-— , 

damit A und B, mithin kann man die Länge c von AB 

berechnen: . ' . ^ 

smG -srnG 

sm^ smjD 

Steht kein Theodolit zur Verfügung, so macht man die 
Verlängerung von AG A'C^^AC und die Verlängerung 
von BC B'C = BC und mißt A'B'=^AB, oder man hal- 
biert AC und BG in A" und jB" und erhält AB ^2 A''B''. 
Im letzteren Falle geht, abgesehen von den durch die Un- 
genauigkeit der Absteckung verursachten Fehlem, der dop- 
pelte Fehler der Längenmessung A^'B'' in das Ergebnis ein. 

Man kann auch AC und BC in einem anderen Ver- 
hältnis teilen usw. 



§ 18. Messungshindemisse. 61 

3. Wenn der Punkt C der Strecke AB nahe liegt, so daB 
der Winkel y^ den AC und BG bilden (der Außenwinkel 
des Dreiecks ABC), klein ist, so erhält man zunächst die 
Länge c von AB aus 

c2 = a* + 6^ + 2a6cosy = (a + 6)* — 4a6sin*-^ 
oder, wenn 2ya6sin^ = d gesetzt wird, 



c =-}/{a + h + d) (a + b — d) . 

Oft kann eine Strecke des Geländes wegen besser auf 
dem Umweg ACB als direkt gemessen werden. Ist der 
Abstand h des Punktes C von der Geraden sehr klein, so 
kann es genügen, statt der oben genannten strengen Formel 
einen Näherungsausdruck anzuwenden, wobei wir annehmen, 
daß die Senkrechte von C die Gerade AB in der Mitte trifiBb. 

Es ist dann 

4Ä» 



«^fi + i*! U- + - 

2Ä2 



also a + b — c = 2b — c=^ 

c 

4. Die Ausbiegung aus der geraden Strecke kann bis- 
weilen sogar als Bogen (Kreisbogen) angesehen werden, dessen 
Länge 8, durch die B(^enhöhe h ausgedrückt, näherungsweise 



8 



-y-+¥»-4+r^) 



ist. Für den Kreisradius 1 ist nämlich 

^ . s 8^ 



also 



•2 = o2 __ 



Ä2 



= Ä bU 


'2 


8 


' 24- 


• • 9 




= 1 — 


COS 


2 


+ 8 


. . . , 




Ä* 










8^ 








3c2- 


3s2- 


M • • • 5 


12 




7 






4 ' 


«* 










8^ 


+ 64' 


1 • 9 


} 


16 Ä«- 


+ 


. • • • , 

4 
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Durch Addition folgt 3s^ :=3c^+ 16h^ und daraus die 
ob%e Formel. Hieraus würde die Geradstreckungsreduktion 

s —. c == +-^— folgen. 

Einen Mittelwert zwischen beiden erhaltenen Werten 

2*! und 8 *!, also rund iM! wird man anwenden, wenn 
c 3 c c 

eine Abweichung im vertikalen Sinne infolge der Messung 
über einen Buckel oder durch eine Einbuchtung von ge- 
ringer Höhe bzw. Tiefe h erfolgt. Diese Reduktion wird 
immer subtrahiert. 

§ 19. Zentriemngsmessmig. 

Bei kurzen Entfernungen kann wegen Unzuganglichk^it 
des Greländes oder um Zeit zu sparen, ausnahmsweise die 
indirekte Messung der Verwendung von Latten vor- 
gezogen werden. 

Das Verfahren besteht in der Messung des WinkdSi 
unter dem ein Maß von bekannter oder eine Latte von ge- 
messener Länge in der gesuchten Entfernung erscheint. Der 
Maßstab wird hierbei in drei Lagen benutzt^ entweder in 
wagerechter Lage oder in lotrechter Stellung oder auch in 
geneigter Stellung in einer Vertikalebene des Standpunktes. 

Eine häufige Anwendung hiervon findet bei Zentrierungs- 
messungen statt. Eine Aufstellung über dem in der Erde fest- 
gelegten trigonometrischen Punkte ist nicht immer möglich 
oder nicht wünschenswert; in diesem Falle muß die Ent- 
fernung des (exzentrischen) Beobachtungsstandes vom tri- 
gonometrischen Punkte (dem Zentrum der Station) und die 
Richtung dieser Entfernung gemessen werden (vgl. § 59). 

Hierbei wird mit Vorteil ein Distanzstab benutzt, der 
quer zu dieser Richtung über den trigonometrischen Punkt G 
horizontal gelegt wird. Der Beobachter mißt auf dem Stand- 
punkt P mit seinem Theodoliten die Winkel (k und ß zwischen 
drei Teilstrichen A, C, B, welche die Abstände a und h 
haben. 

Die Entfernung PC=^s folgt dann aus den Dreiecken A GP 

und BGPz 

sinA ,sinJS 
s = a— — - = o—, — 2- . 
sm^ smp 
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Die Winkel Ä und B erhält man hierbei am einfachstaDi^ 

aBxnß -^ sidJ? 

, . = tßu setzt. Da tgi* « -; — 7 , so ist 

osm^ ^'^ ^'^ sm-4 



wemi man 



2 sm — 2 — ^^ — 2 — ^ 
2 sm — - — oos — s — <g 



A + B 



A^B' 



also 

Ig^i^ = t«^^- c1g(45o + ;.) = ctg^^ ctg(45o + /.) , 

weil 
^ + 5 



= 90<>- 



a + jS 



Hieraas folgt 



2 
A^B 




damit J. und JS. 

Wenn der Stab von 
der Länge 2 m mit seinem 
Mittelponkt in G aufliegt; 
also a=^h = m \&t, und 
moglichstgenau senkrecht 
zur Richtung PGy etwa 
mit Hilfe eüies Winkel- 
spiegels^ gelegt wird| so ist 

s = m otgoi ^ m ctgß 
oder auch &:enahert , ^ 

5 =■ m ctg — ^-^ . 

Den Fehler dieser letzten Formel erkennen wir leicht^ 
wenn wir für den Fall, daß AB nicht genau senkrecht zu 
PC ist, s berechnen. Wir setzen zur Abkürzung 



Fig. 28. 



cc + ß 



= o 



Ä — j8 



d 



2 ' 2 

und nehmen d klein an. Da für a ~ & = m 

sinjS 



tg/i== 



sm^ 
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<g 



tg(45» + Ai) = 



*€ 



oc + ß 

a — ß i%d 



wird und ^vir oben 



<g(450 + Ai) 



tg 



2 
A + B 



ctgo 



A-B 



tg 



^-B 



tg 



erhielten, 80 ist 



^ 



A-^B 



= tgd ctg*a . 



Nun ist 



8 emA wiB sin J. + sinJ? ctira A — B 

.. , ^ i — _ ^ cos 

m sin^ siujS sina + sin^S cosd 2 



Setzt man 
A-B 



A-B\'^ 



oos- 



-(l+*-^ 



4^\ T 



2 .. . -o^^^^J =(l+t«*<5cigM 



- 1 - i1gMctg*a + f tgMctgSa. . . 
ein, so wird 

5 = mctgasecd(l — • 4-tg*dctg*a + f tg*3ctg®a. . .) . 

Die Preußische Landesaufnahme beschrfinkt sich auf die 
beiden ersten Glieder. Setzt man 



sec3 = 1 + 



<J2 



2e"« 
so kann man nämlich schreiben: 



^^"7^ 



8 = m ctga 



l + j^,{l-c^o...) 



oder wegen 

1 - ctg*a = (1 + ctg3a)(i - ctg^a) = -- ^"^ 



sm»a 



s 



, r d» cos2a \ 
= wctgall — TT-^ .. ...) 
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oder auch in logarithmischer Form 

log« = log(mctga) ^r—^ r-j — . . . 

= log(w ctga secd) — „^ ctg*a . . . , 

wobei d in Sekunden ausgedrückt und q''= 206 265'' gesetzt wird. 
Der Fehler der abgeleiteten Entfernung wächst sehr 
rasch mit d. Wenn man die Länge auf den 5000. Teil 
genau bestimmen will, wird man höchstens s^^Om nehmen 
dürfen, wenn man AB senkrecht zu PC legen kann und der 
mittlere Richtungsfehler +V ist (vgl. Krüger ^ Zeitschrift für 
Yermessungswesen^ 1895). 

§ 20. Distanzmessmig. 

Wenn der Theodolit ein exzentrisches Femrohr hat, so 
kann man mit Hilfe der Exzentrizität (d. h. des Abstandes 
des Mittelpunktes des Instrumentes 
von der Absehenslinie desFemrohrs) 
eine Entfemungsbestinunung aus- 
führen. Wir unterscheiden 2 Fälle: 

1. Die Exzentrizität des Fem- 
rohrs ist bekannt, also PA=PB=e 
gegeben. Wir richten das Femrohr 
in einer Lage AC auf den trigono- 
metrischen Punkt (das Zentrum C), 
schlagen dasselbe durch und richten 
es ein zweites Mal in der Lage BC 
auf C; die Differenz der Ablesungen 
am Horizontalkreis möge 2 oc sein^ 
dann ist nach der Figur 

(APC = BPC = «) 
die Entfemung PC 

5 = c • seca . 

Hierbei wird vorausgesetzt, 
daß der KoUimationsfehler null ist, 
d. h. die Absehenslinie senkrecht zur 
horizontalenümdrehungsachse steht. 

2. Wir fugen hmzu^ wie sich die Exzentrizität be- 
stimmen läßt: 

a) durch Messung am Instrument. Diese ist aber ungenau; 

Galle, Geodäsie. 5 




Fig. 27. 
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b) aus einer bekannten Entfernung 5^ durch e »= Sq • cos(x; 

c) durch Einstellung der beiden Enden eines Maßstabes 
Pi P, , der, wie im vorigen Paragraphen beschrieben, mit der 
lifitte auf C und senkrecht zu PC horizontal hingelegt wird. 

Seien Ä^P^ und B^Pi die Richtungen der Absehens- 
linien des Fernrohrs bei Einstellung auf den einen End- 
punkt Pij A^Pi und ^5*2 ^2 ^^i Einstellung auf den anderen 




Fig. 28. 

Endpunkt des Maßstabes Pg , femer sei die halbe Differenz 
der Ablesungen am Horizonütlkreis im ersten Falle oc^, im 
zweiten oc^ . Wenn noch die Winkel bei P^ und Pg , welche 
durch die Verbindungslinien PP^ und PP2, deren offen- 
bar gleiche Langen s seien ^ halbiert werden^ mit 2ßi und 
2/82 bezeichnet werden, so ist wegen «i-|-/8i = 90® und 

c = 5 oosöPi =s Biaßi und e = s cos^g = ^ sin/Jg • 
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Ist die Lange des Maßstabes 2 m, und setzen wir noch 
P^PC=y,, P.PC^y,, so ist 

m 
sin/i = — = sin/a , 
s 

mithin wird , . . „ 

e = Wl — ; — — = M —, — 
sin/i Qiny2 

gefunden. 

y^ bzw. y^ ist die halbe Differenz der Ablesungen des 
Horizontalkreises bei Einstellung auf P^ und auf Pg • 

Wir erhalten im Anschlüsse an das soeben Gesagte 
ohne Benützung der Exzentrizität, wie in § 19, die Entfer- 
nung PC = So = m ctgyi = m ctgyg . 

Beispiel: Mafistablänge 0^6 m^ also m = 0^3 . 

Ablesungen: Femrohr links Femrohr rechts 

Einstellung auf 

Punkt Pi Ol = 100« 46' 16",2, i^ = 293^ 39' 16",5, 

„ P^ 0^=^ 85 50 38 ,4, 

Ol— 6i=2ai«167 6 59 ,7, 
0^ — 62 = 2^2 = 167 7 0,5, 

01 — 02 = 2^1 = 14 55 37 ,8, 
61—62 = 2^2 = 14 55 38 ,6, 

In der Rechnung führt man bei geringen Abweichungen 
die Mittelwerte 

an Stelle der gemessenen Einzelwerte ein. 

Sinö COSa r.r.^r.HH 

e^m -r-^ = m — — = 0,25911 m 
sin;' sm;^ 

5o = w ctgy = 2,290 m . 

Nach der Formel unter 1. erhält man auch noch 

8 = e seca = 2,310 m 
oder 

5 = y^g -f. m^ = w cosecy . 



a = 



\ 


= 278 


43 37 


,9. 


«1+«« 

2 


= 83 


33 30 


,0. 





= 7 


27 49 


,1- 
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Die zuletzt erwähnte Art der EntfemungsbestimmuDg 
bildet den Übergang zu deijenigen durch Distanzmesser, die 
hier nur kurz erwähnt sein möge. Bei diesen Instrumenten 
wird der Maßstab oder die Basis nicht auf demjenigen 
Punkte, dessen Entfernung man bestimmen will, sondern 
am Beobachtungspunkte horizontal und senkrecht zur Ent- 
femungsrichtung gelegt. Von beiden Endpunkten dieser 
Basis von gemessener Länge wird nach dem entfernten 
Punkte visiert und der Winkel, welchen beide Zielrichtungen 
miteinander bilden, gemessen. Wir denken uns in Fig. 26 
C als den Standpunkt, AB als Basis und die Winkelsumme 
A + B oder den Winkel APB gemessen. Da dieser Winkel, 
der parallaktlscher Winkel genannt wird, immer klein ist, 
drücken wir ihn üi Bogensekunden aus und erhalten (indem 
wir in Fig. 26 a = 6 = m, Ä + i8«2y setzen): 

y =^ —q" oder 8 = —q', 
' s ^ y ^ 

Durch Differentiation folgt — == , oder wenn der 

Wert von y eingesetzt wird, ^ ^ 

«2 dy 
m q" 

Aus dieser Gleichung folgt, daß der Fehler von s mit 
dem Quadrate der Entfernung s wächst. Wenn daher m 
nicht sehr groß ist, so stellt sich bald eine Grenze ein, bei 
der das Instrument nicht mehr genügend genaue Angaben 
liefert. 

§ 21. Messung von Zemtdlstanzunterschieden. 

Die Distanzmessung durch Messung des Winkels^ unter 
dem ein lotrechter Gegenstand erscheiot, ist vielleicht das 
älteste Verfahren. Bereits die Schätzung einer Entfernung 
aus der scheinbaren Höhe eines Hauses, eiaes Menschen 
usw. beruht im Grunde genommen auf demselben Prinzip. 

Hat der Theodolit einen Höhenkreis und stellt man 
über dem Punkte jP, dessen Entfernung man messen will, 
eine geteilte Latte lotrecht auf, so kann man die Höhen- 
winkel (X und ß messen, die bei Einstellung zweier z. B. 
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um 2 = 1 m auseinaDder liegender horizontaler Lattenstriche 
am Höhenkreise abgelesen werden. 

l8te7"Jff=s die verlangte Entfernung, I[A=h, IlB=h+lj 
so ist 

= Stg(X , h + l = stgß , 

l l COSjS cos^ 



also 



s = 



tgß — tga Biniß — a) 




Fig. 2a 

Man erhalt außerdem^ wenn man diesen Wert von 5 
einsetzt, 

ligO' Isinoccosß 



h = 



+ l== 



\%ß — tgÄ 
ligß 



sin(j8 - a) ' 
Zcos^ vmß 



tgß — tga sin (j8 — «) ' 



also die Höhenunterschiede der Punkte A und B gegen J. 
Will man den Höhenunterschied AH zwischen dem 
Foßpnnkte F der Latte und dem Punkte Gy über dem das 
Instrument von der Höhe GJ=i steht, kennen, so erhält 
man, wenn Ä und B gleichzeitig die Zahlen der Teilung 
der Latte bezeichnen und iu F der Nullpunkt der Latte 
sich befindet: 

AH= i + h-A = i + h + l-B. 

Bei großen Entfernungen s muß der Einfluß der Strahlen- 
brechung in der Luft in Betracht gezogen werden, indem 
JA und JB die Tangenten an die Lichtkurven sind, in 
deren Richtung die Punkte A und B erscheinen. Die Be- 
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Stimmung von Höhenunterschieden nach diesem Verfahren 
der trigonometrischen Höhenmessung übergehen wir mit 
Bücksicht auf seine verhältnismäßig seltene Verwendung. 

§ 22. Oknlarfaden-Distanzmessung« 

Bisher wurde das Lattenstück oder der Maßstab als un- 
veränderlich oder wenigstens als gegebene oder angenommene 
Länge betrachtet^ dagegen war der parallaktische Winkel (im 
letzten Falle ß — (x) mit der Entfernung veränderlich. 

Bei der Okularfaden-Distanzmessung — gewöhnlich wird 
die Vorrichtung als IteichenhachscAiQv Distanzmesser be- 
zeichnet — ist umgekehrt der Winkel fest und die Länge 
des Lattenabsohnittes mit der Entfernung veränderlich. Da 
es sich auch hier wie in § 20 um einen kleinen W^inkel 
handelt und die Latte senkrecht zur Zielrichtung ist, er- 
halten wir, wie dort, indem wir nur statt m den Latten- 
abschnitt l einführen und die Entfernung mit 8 bezeichnen: 

und da y konstant angenommen wird: 

dS 
d. h. der relative Entfemungsfehler -5- ist, vom Vorzeichen 

abgesehen, gleich dem relativen Schätzungsfehler der Latten- 

dl 
länge -J-. Die tatsächlichen Verhältnisse entsprechen aber 

_ • 

nicht vollkommen diesem Gesetze. 

L Die Einrichtung des distanzmessenden Fernrohres 
unterscheidet sich nur dadurch von derjenigen eines gewöhn- 
lichen Fernrohres, daß in der Ebene des Fadenkreuzes zwei 
parallele Horizontalfäden eingespannt sind, von denen ge- 
wöhnlich einer oberhalb, der andere unterhalb des gewöhn- 
lichen Horizontalfadens und in gleicher Entfernung von ihm 
sich befindet. Das Fernrohr wird horizontal auf eine lotrecht 
stehende Latte gerichtet, von der in der Ebene der Faden- 
platte ein umgekehrtes verkleinertes Bild entsteht Dem 
von den beiden Distanzfäden eingeschlossenen Teile X des 
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Bildes entspricht auf der Latte ein Stück AB ^l und beim 
einfachen {KeplereKhen) Femrohr gehen, w^in die Linse als 
unendlich dünn betrachtet wird (vgl. § 60)i die Strahlen AÖ 
und JBO ungebrochen durch den optischen Mittelpunkt 0! 
des Objektivs nach a und hy so daß zwei ähnliche Drei- 
ecke AOB und aOh entstehen, deren Höhen (von auf l 
und l) mit 8 und s bezeichnet seien. 

Es ist daher 

l _ l 

und wenn mit / die Brennweite des Objektivs bezeichnet 
wird^ so besteht zwischen den Abständen 8 und s des Ob- 
jektes und seines Bildes noch die Beziehung: 




Fig. 90. 



s ist hier mit 8 veränderlich. Um 8 durch unveränderliche 
Großen allein auszudrücken , muß also s aus beiden Glei- 
chungen eliminiert werden (durch Einsetzen von — aus der 
ersten in die zweite Gleichung): ^ 

Da das Okular, durch welches das Auge die Faden- 
platte wie durch eine Lupe betrachtet^ keinen Zusammen- 
hang mit der Entstehung des Lattenbildes hat, so gilt die- 
selbe Formel auch für das Bamsden^ahe Fernrohr, das sich 
vom Kepler ^Q\ie:VL nur durch das zusammengesetzte (aus Plan- 
konvexlinsen bestehende) Okular unterscheidet. 

II. Anders verhält sich die Sache beim Huyghenss^^en. 
Fernrohr^ bei dem der Okularauszug zwei Linsen enthalt, 
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an der Vorderseite das Okular A, an der dem Objektivglase 
zugewandten Seite eine Sammellinse (7, zwischen beiden, in 
festem Abstände d von letzterer, die Fadenplatte P. Das Bild 
der Latte würde, wenn keiue Sammellinse vorhanden wäre, 
jenseits der Fadenplatte etwa in X' zustande kommen. 

Ist die Entfernung Objektiv-Latte OL »5, die Entfer- 
nung des fingierten Bildes V vom Objektiv P'O «= s' und 
wieder f die Objektivbrennweitei so ist wie vorher 



(1) 






«' 8* 8 



S' 



f 



Ist f die Brennweite der Sammellinse G if =^^U un- 
gefähr das Dreifache der Okularbrennweite /q), welche die 



:p' ji T c 




Fig. 81. 



frühere Vereinigung der Strahlen in der Fadenplattenebene 
zum Bilde X bewirkt, so bestehen in bezug auf die Sammel- 
linse die folgenden entsprechenden Gleichungen 



(2) 






d 



1 

r' 



worin o = P^C und d = PC die Abstände der beiden Bil- 
der l^ und X von der Sammellinse sind, da X und V in 
bezug auf diese konjugiert sind (vgl. S. S. XL^ § 42 ff.). 

Die Entfernung 8 erhält man aus der abgelesenen 
Lattenlänge AB = l , femer den bekannten bzw. meßbaren 
Brennweiten f und f des Objektivs und der Sammellinse, 
Abstand d der Fadenplatte von der Sammellinse und Faden- 
abstand Xj indem aus den vier Gleichungen 1. und 2. s', o 
und V eliminiert werden. 
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Es folgt, wie frfiher, 

l 

n 



(3) 8 = f + fj 



(4) d^r-f^ 



n 



Multipliziert man mit den beigesetzten Faktoren mid addiert 
beide Gleichungen, so folgt 



s_^+4(i-^). 



* 

m. Porrosches Femrohr. Die Sammellinse befindet 
sich ebenfalls zwischen Objektiv und Fadenplatte, aber nicht 
im Okularauszuge, sondern im Objektivrohr befestigt, also 
in unveränderlichem Abstand vom Objektiv. Diesen Ab- 
stand CO = c nehmen wir als gegeben an, femer ist ¥riie 
^i^^i*» fj r ^^^ ^ bekannt, l abgelesen. 

Daher maß aus den Gleichungen (1) und (2) unter ü., 
zu denen noch ^' = a + c hinzukommt, 1% s\ o und d eli- 
miniert werden. Man erhält wieder aus (1), indem man s^ 
elimüiiert: 



mid aus 


(2),« 


im 


d zu eliminieren: 


also 


etzen 


wL 


1 l' a + f 
d Xo f'a ' 

1 r 


wodurch 
wird. 8< 


X' X{o + f) ' 

c t y ff i 
r nun in (1) s' = a + e ein, so ist 


also 






1 Z 1 1 

a + c~X'8^f S' 

c+o-f f 

c + a 8' 



74 Kapitel Y. Messung gerader Linien. 

Wir lösen nach a auf und erhalten: 

ts 

In dem Ausdrucke für S wird aber a + f' gebraucht, es 
ist nun: 

fs s{f+r^c)+f{c^r) 



o+f=r-c+ 



S-f^ S-f 



Setzt man — -—^-m S ein, so erhalt man schließlich 
o + f 

o^ f{c-n , ff 2 

f + f-c'^ X{f+r^c)''' 

In allen drei Fällen L, II. und III. wird die Entfer- 
nung 8 aus einem Ausdrucke gefunden, der die Form hat 

S = kQ + Jc*l, 

worin Jcq und Je aus Abmessungen am Instrumente bestimmt 
werden kann, während l die abgelesene Lattenlänge ist 
Die Entfernung S wird von dem optischen Mittelpunkte des 
Objektivs aus gerechnet. Man kann statt ihrer die Ent- 
fernung 5«. von der Mitte des Femrohres einführen, indem 

man Sm^^ S + d setzt, wobei d nahezu = ~ sein wird. Es 

wird dann Sm = (^o + ^) + ü = '«o + * ?• 

Da die Abmessungen am Instrumente ungenau sein 
würden, ist die Bestimmung der Konstanten Xq und Iz am 
leichtesten durch Messung bekannter Entfernungen erhält- 
lich. Man stellt eine Reihe von Fehlergleichungen mit zwei 
Unbekannten auf (für welche man Näherungswerte, nämlich 

im Falle I. und 11. *o + ^ = / + X = 1/ und * = 100 ein- 
führt, da der Fadenabstand in der Regel so gewählt ist, daß 
Ä; = 100 wird), die nach der Methode der kleinsten Quadrate 
behandelt werden. 

Beim P(9rro sehen Instrumente erhielte man 

s -^ /•(c-n\ , fr_ , 
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Der wesentliche Vorzug bei diesem besteht darin^ daß 

x^= d— ^ ^^ ^ == gemacht werden kann^ weil dann 

die von der Fernrohrmitte aus gerechneten Entfernungen 
den Lattenabschnitten proportional sind 

Wenn also bei der Konstruktion des Femrohres 



f'+ 



f+i 



gemacht ist^ so ist der Mittelpunkt des Femrohres der so- 
genannte anallatische Punkt, für den eben ein solches 

konstantes Verhältnis -j besteht. In den Fällen I. und IL 

ist wegen Jcq = f und S — f=kl der äußere Brennpunkt 
des Objektivs der anallatische Punkt. 



§ 23. Geneigte Zielrichtung. 

Wir haben bisher die Zielrichtung horizontal und in- 
folgedessen senkrecht zur lotrecht aufgestellten Latte an- 
genommen. 

1. Ist die Latte lotrecht und die mittlere Zielrichtung 
um einen Winkel i gegen die Horizontale geneigt, so mißt 
man die schiefe Entfernung JM= S', aus der die horizon- 
tale Entfernung JH= S berechnet werden muß (Fig. 32). 

Denkt man sich zu der optischen Achse mOM des 
Femrohres in M ein Lattenstück J.'jB' = /' senkrecht ge- 
legt^ so erhält man nach § 22: 

S'^Jco + d + JcV 
und mithin 

Ä = (yfco + ^) cosi -\-kV cosi . 

Tatsächlich ist der Lattenabschnitt ÄB==l der lotrecht 
stehenden Latte gemessen, der also statt V eingeführt werden 
muß. Der Winkel der durch den äußeren Brennpunkt F 
des Objektivs (den anallatischen Punkt) gehenden Strahlen 
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AF und BF werde mit 2 e bezeichnet, so hat man zu seiner 
Bestimmung 

2tge = j 
da oa parallel o'h, also oo'= ai = X ist. Femer sei 



^^-2—2-' 







Flg. 82. 

wahrend Ä'M'=B'M=^ ist Da AB und A'B' den 

Winkel « bilden, so erhalt man aus den kleinen Dreiecken 
MBB' und MAA' 



COS6 



COSß 



Es folgt durch Addition beider Ausdrücke nach ge- 
ringer Umformung: 

i' = Zcosi — Alsinitge . 

Für AI erhalt man, wenn FH'=^ o parallel zu JH ist 
und man BM =- BW - MH' und ÄM= MH' ^ AH' be- 
achtet, aus 

i(Z + zlO = altg(i + 6)-tgi], 
i(?-J?) = a[tgi-tg(i-«)]. 

2<ytgi8in2c 



JZ = 



cos(i + fi) co8(i — fi) ' 
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j , 7/ 7 . 2 a sin*» sin'c 

daher r = ?co8* j^—i — r j-- rtzeeect 

C08(» + e) C08(» — - fi) 

und 
c /7 1 A\ • 1 7? •• 7 2a8m*i8in*c , 

^ 008(» + e) C08(» — fi) 

Das letzte Glied ist meist unmerklich, da e, wenn 
überhaupt die Theorie des Femrohres in der angewandten 
Weise Gültigkeit hat, so klein ist, daß tg£ und siuß mit 
dem Winkel vertauscht werden dürfen. Man kann daher 

— 2 Ä a tg*i (—^j schreiben. In der Begel betragt i nur wenige 

Grade. 



Fig. 88. 

2. Stellt man die Latte senkrecht zur Zielrichtung (also 
in der Eichtung Ä'B^ in Fig. 32), so daß sie mit der Hori- 
zontalen den Winkel 90^ — i bildet, so erhält man nach 
Fi^. 33, in der die Dimensionen des Femrohrs nicht berück- 
sicmtigt sind, als horizontale Entfernung 8 = JH+ KF, also 

FA' + FB^ 
wenn FM!^ — ^ — ^ = m' die vom Lattenfußpunkte bis 

zur Mitte des eingestellten Lattenabschnittes gezählte Länge ist, 

8^8' cos» + m' sini , 
8 = Jcq cos» + JcV cos» + w' sini . 

Die Aufstellung der Latte senkrecht zur Zielrichtung 
hat praktische Schwierigkeiten, während die lotrechte Stellung 
besonders bei Anwendung von Streben, welche die Latte 
halten, sich genauer herstellen läßt. 
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In der Tat hat aber die fehlerhafte Aufstellung der 
Latte^ nämlich eine Abweichung von der lotrechten Stellung, 
einen merkbaren Fehler in der Entfemungsbestünmung zur 
Folge, wie im folgenden gezeigt werden soll. 

Nehmen wir nach Fig. 34 an, daß die Latte FAB um 
einen kleinen Winkel d von der lotrechten Stellung abweicht 
und die Lage FA!B' hat, so sind im Dreieck FBB' die 
Winkel i, y' = 90® + * + ß — ^, y = 90<> — i — c, wenn 
wie früher { der Höhenwinkel der mittleren Zielrichtung, 
2ß der distanzmessende Winkel ist. Daher wird, wenn 
noch zur Abkürzung FB=^hy FB'=h\ 
FA = a, FA^ = a^ gesetzt wird, 

6' siny C08(i + fi) 



6 siny' cos(i + £ — ^) 




^^« 



Fig. 84. 

und ähnlich aus dem Dreieck FAA mit den Winkeln 



a' sin^ co8(i — c) 



a miß' cos(i — e — d)* 
Entwickelt man, da e und d klein sind, 

cos(i + c) = cosi— csini — — cosi... «= cosill — ßtgi- "9)-*m 
008(i — c) = cosi+ß8iDi — — cosi... = cosill + etgi — —]..., 

cos(» -\- e — d) = cosi — (fi — d) sinf — - cosi . . . 

= cosi f 1 — (c — d)igi — ^^ ~ M . . . , 
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cos(i — € — d) = cosi + (€ + d) sini — ^^ — ^r— ^ cosi ... 

= cos » (l + (£ + d) tgi - ^^^^) . . . , 
so wird bei Beschränkung auf Glieder zweiter Ordnung 

= b{l^dtgi + ^^ed + (d^^ed)tgHy 

= a(l - (Jtgi + ^ + £d + (<J^ + fi<J)tg«i) 

und wenn 

6' — a' = Z', b — a^l, =m y — - — == m' 

gesetzt wird: 

^2 . ,_. .. 2€d 



l'^l — ldigi + l-^ + ld^tgH — m 



• • 



2 cos^* 

Nun ist nach 1., wenn man das Korrektionsglied ver- 
nachlässigt, bei lotrechter Latte iS = Ä?o cosi -\- kl cos ^ i . 
Infolge der schiefen Lattenstellung ist aber V statt l ge- 
messen, und man erhält statt der richtigen Entfernung S 
die fehlerhafte Entfernung 8' ^k^eosi + Jc l' cos^ % . Dadurch 
entsteht der Fehler^ wenn 8^ = kleos^i ist. 



S'-'8=^(l'-l)kQOsH=^-8^digi + 8^-^+8^dHgH-2mked. 

Man hat nun für die Berechnung des letzten Gliedes 
genügend genau (Fig. 34) 

JM=—^ — , mithin 8= JH= —^ — . 
2« 2e 

Wird noch der Unterschied von 8 und 8o vernachlässigt, 
80 folgt 

2ke=^l. 

i und d sind in dieser Formel der Figur entsprechend an- 
genommen, also i für eine aufwärts gerichtete Ziellinie posi- 
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tiv^ d für eine nach dem Standpunkt geneigte Lattenstellung 
positiv. Für positive oder negative Werte gilt daher 

/S'-5 = +/Sitgi + /Sf^ + i«tg2ijTmi. 

Das erste Glied kommt meist allein in Betracht^ das fol- 
gende, von d^ abhängige, ist stets positiv, so daß dadurch, 
bei beliebiger Zielrichtung und Neigung der Latte vor- oder 
rückwärts, stets die Entfernung vergrößert wird. 

Man übersieht auch leicht, daß derselbe Fehlerausdruck 
für Lattenstellung senkrecht zur Ziellinie gilt, wenn » » 
gesetzt wird, indem dann S' die gemessene, 8 die richtige 
Entfernung ist und d die Abweichung der Lattenstellung von 

der verlangten bedeutet. Es ist dann 8^—8 = S-^ + md im 

aUgemeinen günstiger als oben« 

Aus Versuchsmessungen hat man die tatsächliche Ge- 
nauigkeit der optischen Distanzbestinmiung ermittelt und 
unter normalen Verhältnissen (Akkomodationsfähigkeit des 
Auges und davon abhängig, genaue Einstellung der Fäden- 
platte in die Brennebene des Objektivs; guter Luftzustand 
und zweckmäßige Teilung der Latten u. dgl.) für Entfer- 
nungen von etwa 100 m und eine Distanzmesserkonstante 
Je =» 100 den mittleren Distanzfehler zu ^4% angenommen. 

Die wichtigste Anwendung findet die optische Distanz- 
messung in der Tachymetrie, bei der es, wie der Name 
besagt, wesentlich auf schnelle Messung und nicht auf die 
größte erreichbare Genauigkeit ankommt. Außer der Beichen- 
^Aschen Vorrichtung mit konstantem Fadenintervall gibt 
es auch Tachymeter mit verstellbarer Fadendistanz, femer 
eine Anzahl verschiedener Einrichtungen, um nach dem 
Prinzip der in § 21 auseinandergesetzten Messung senk- 
rechter Lattenstücke, kleine Höhenwinkeldififerenzen durch 
Elevationsschrauben (Schraubentachjmeter) oder aus gegen- 
seitigen Verschiebungen am Instrument angebrachter Maß- 
stäbe (Schiebetachymeter) abzulesen. 

Die Tachymetertheodolite lassen durch Ablesung der 
Richtungen am Horizontalkreise (ev. auch von Azimutrich- 
tungen durch einen Kompaß), durch Ablesung der Höhen- 
winkel am Vertikalkreise und durch die Distanzmesserein- 
richtung die gleichzeitige Bestimmung der Sichtung (des 



§ 24. GrundlinienmeBBungi 8I 

Asimnts), der Höhe über dem Standpunkt (vgl. den Schlaft 
von § 21) und der Ekitfernung von einem Standpunkte aus 2u. 
Ihre Anwendung ist daher ganz besonders bei Vor- 
arbeiten zur Aufnahme der Punkte einer mSfiig grofien 
Fläche nach Richtung, Höhe und Entfernung häufig. Bei 
Straßenbauten, E^isenbahnen usw. werden sie zur Ermittlung 
der Querprofile (d. h. senkrecht zur Richtung der Straße 
UBW. gelegten Profile) verwendet^ bei denen verhältnismäßig 
kurze Distanzen vorkommen. 

§ 24. Qrandlinieiimessiing. 

Im Gegensatz zu den zuletzt erwähnten taehymetriecheii 
Auftiahmen kommt es bei der Vermessung großer Gebiete 
(Landesvermessungen) auf die größte erreichbare Genauig^ 
keit bei der Messung einer Grundlinie an^ da aus ihrier Läng^ 
diejenigen aller Seiten der das Land überspannenden Drei- 
ecke abgeleitet werden. Diese Dreiecksseiten (nämlic^ die 
Entfernungen durch die Landesaufnahme bestimmter trigono- 
metrischer Punkte^ die als solche kenntlich gemacht und ui 
den Verzeichnissen der Landesaufnahme angeführt sind) 
dienen ihrerseits wieder bei Kleinvermessungen als ihrex 
Länge nach gegebene Grundlinien, so daß für diese Ar- 
beiten die Messung längerer Strecken in Fortfall kommt» 

Lattenmessungen können, wenn sie mit großer Sorgfallt 
und auf ebenem Gelände ausgeführt w^tlen, auch für lange 
Linien verhältnismäßig gute Resultate liefern. Beinhertz h»t 
z. B. von der 2,5 km langen Bonner Grundlinie eine Strecke 
von 1,4 km mit Latten und Bandmaß gemessen. Da diese 
Grundlinie mit dem .S^^^Z sehen und dem Bnmner sohen 
Basisapparat ihrer Länge nach bestunmt worden ist, so geben 
die Vergleichungen zwischen den verschiedenen Meßresul- 
taten einen Anhalt. Sie sind insofern nicht genau, als die 
Maßeinheiten nicht streng übereinstinmien. Es wurde erhalten 
bei Anwendung von 

5 m-Latten: Abweichung gegen Bessd —14 mm, gegen 
Bnmner +11 mm; 

4 m-Latten: Abweichung gegen Bessel —63 mm, gegen 
Bru/nner —38 mm; 

20 m-Band: Abweichung gegen Bessel +176 mm, gegen 
Brtmner +201 mm, 

Galle, Geodäsie. 6 
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80 daß die längeren Latten das genaueste Eigebnis 
lieferten. 

Die Beschreibung der zu Grundlinienmessungen ver- 
wendeten Apparate fällt außerhalb des Bahmens dieses 
BucheS; und es sollen nur die Mittel zur Erreichung einer 
größeren Genauigkeit angedeutet werden. 

Erstlich wird die Vergleichung der Meßstangen mit den 
Normalmaßen durch besondere Meßvorrichtungen (Kompara- 
toren) ausgeführt, wobei noch die Herstellung gleicher Tem- 
peratur der beiden Maße bei der Vergleichung erstrebt wird. 
Um die Veränderungen mit der Temperatur zu studieren, 
werden die Vergleichungen bei möglichst verschiedenen Tem- 
peraturen wiederholt. Da sich herausgestellt hat, daß die 
aus Metall gefertigten Meßstangen bei ihrer Verwendung 
im Felde nicht augenblicklich die Temperatur der umgeben- 
den Luft annehmen und daher die an einem Thermometer 
abgelesene Temperatur nicht mit derjenigen der Stange über- 
einstimmt, aus der ihre augenblickliche Länge berechnet 
werden soll, so hat man bei einigen Apparaten Stangen aus 
zwei Metallen angewendet (zuerst Borda 1792), die einen 
Verschiedenen Ausdehnungskoeffizienten besitzen. Man hat 
z. B. {Bessd 1834) eine Eisenstange und eine Zinkstange an 
einem Ende fest verbunden, die übereinander liegenden (oder 
durch kleine Rollen getrennten) Stäbe nach dem anderen 
Ende frei gelassen, so daß sie der Ausdehnung durch die 
Temperatur folgen können und die freien Enden einen von 
der Temperatur abhängigen Abstand zeigen. 

Bei einer gewissen Temperatur Tq (beim Besselachen 
Apparat etwa 47^ R) werden beide Stangen dieselbe Länge L 
haben, der Abstand der freien Stangenenden wird also null 
sein. Sind e und js die Ausdehnungskoeffizienten der beiden 
Stangen, so werden ihre Längen bei einer Temperatur T, 
wenn Tq — T=^t gesetzt wird, 

l^L{l-ei), V = L{l-^i) 

sein. Man mißt nun den Abstand k der beiden freien Enden, 
also den Unterschied der Stangenlängen: 

k = l-l' = L{0-e)t. 

Setzt man t = -j- in die Gleichung für l (oder 

auch für l^ ein, so erhalt man 



Z = i- 



§ 24. Grundlinienmessung. g3 

h (bzw. V = L h\ , 



z — e 



also aus den einmal bestimmten Konstanten L^ mid e 
durch Messung des Abstandes k die Lange jeder der beiden 
Stangen (ohne Kenntnis der Temperatur). 

Abgesehen von der Möglichkeit^ die Konstanten ge- 
nügend genau zu bestimmen, ist hierbei das fehlerfreie F\mk- 
tionieren des Apparates^ nämlich die ungehinderte Ausdeh- 
nung der beiden Meßstangen, vorausgesetzt. 

Sowohl für die Zwecke der Maßvergleichung wie für 
die Bestinunung des Abstandes der Stangenenden sind be- 
sondere Einriebtungen getroffen. Dieselben kommen auch 
bei der Grundlinienmessung selbst zur Anwendung^ da 
hierbei das direkte Aneinanderlegen der Meßstangen ver- 
mieden wird, das leicht eine Verschiebung der festliegenden 
Stange zur Folge hat. Deshalb wird bei dem von der 
Preußischen Landesaufnahme benützten Besselsohen. Appa- 
rate immer ein geringer Zwischenraum zwischen zwei auf- 
einander folgenden Stangen gelassen und dieser Zwischenraum 
durch einen eingeschobenen Meßkeil aus Glas gemessen. 
Derselbe ist eingeteilt, und. man kann daher ablesen, wie 
weit er eingeschoben werden konnte. Dieser Stellung ent- 
spricht eine daraus zu berechnende Entfernung der Enden 
der aufeinander folgenden Stangen. 

Bei anderen Apparaten wird es vermieden, die leicht 
abnutzbaren Endflächen der Stangen zu benutzen (Endmaße). 
Vielmehr sind die Stangen mit Teilstrichen versehen, und 
ihre Lange wird durch den Abstand zweier, in der Nähe 
der beiden Enden befindlichen Striche definiert (Strichmaße). 

Die anderen Unterschiede des Meßverfahrens bei langen 
Linien im Vergleich zu demjenigen bei kürzeren liegen in 
der genaueren Fixierung der Endpunkte der zu messenden 
Strecke und der scharfen Anlegung der Stangen an diese 
(oder da die Stangen meist hoher als diese Punkte gelegt 
werden, in dem genauen Abloten). Femer wird durch Fem- 
rohrzielungen und Miren (Marken) eine genauere Ausrichtung 
der Ldnie ermöglicht und durch empfindliche Libellen zum 
Ablesen der Neigung der Stangen die genaue Einrichtung in 
eine Horizontale bewirkt oder die Abweichung von der 
Horizontalen in Bechnung gestellt. 
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Für alle nicht Landesvennessnngen dienenden Zwecke 
bilden für die komplizierten Basisapparate die von Jäderin 
um 1885 zuerst eingeführten und seitdem noch vervollkomm- 
neten Messungsdrahte einen Ersatz. Seitdem in einer aus 
Nickel (36%) und Stahl hergestellten Legierung ein Ma- 
terial gefunden ist^ das einen so geringen Ausdehnungs-^ 
koeffizienten (3 «10'^) besitzt^ daß die bei den Messungen 
im Fielde vorkommenden Temperaturschwankungen auf die 
Länge der Drähte praktisch einflußlos sind^ werden Drähte 
aus diesem Invar genannten Metall mit Meßskalen an ihren 
Enden hergestellt und über Böcke, welche über den Strecken- 
endpunkten aufgestellt sind und 
EinstelluDgsmarken tragen^ mit 
Hilfe von Dynamometern oder 
über Rollen hängenden Gewich- 
ten gleichmäßig gespannt. Aller- 
dings ist es wegen der Durch- 
biegung der Drähte und wegen 
ihrer Längenänderung in größe- 
ren Zeiträumen nötige mit ihnen 
von Zeit zu Zeit eine Stredse 
von bekannter Länge zu messen, 
um die Längeneinheit zu be- 
stimmen. 

Um verschiedene Grund- 
linienmessungen unter sich ver- 
gleichbar zu machen, muß man 
sie auf den Meereshorizont (oder Landeshorizont) reduzieren. 
Zu diesem Zwecke reicht es fast immer aus, die Erde 
als Kugel zu betrachten. Sei r der Radras derselben, * die 
Höhe der Grundlinie über dem Meere (oder dem Landes- 
horizont), B die Länge der gemessenen Grundlinie, JSq die 
Länge der auf die Meeresfläche projizierten Grundlinie, so ist 

B r + A , , h 

Mit genügender Annäherung erhält man daher als Re- 
duktion auf den Horizont: 

J?o — B = — J?— • 

r 




Fig. 8& 
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Wird die Erde als Ellipsoid aufgefaßt, so hat man bei 
langen Linien statt r den Krümmungsradius für die A^imiit- 
richtung der Grundlinie in der mittleren geographischen 
Breite derselben zu nehmen. 

Für -B = 1000 m uDd A = 100 m beträgt bei der An- 
nahme r = 6370000 m (als Radius der Erdkugel) die ß^ 
duktion —0,0157 m. 



Kapitel VI. 

Messung gebrochener Linienzüge. 

§ 25. Polygonzüge. 

Die Messung von gebrochenen Linienzügen oder vo^ 
Polygonzügen wird hauptsächlich bei der Aufnahme eines 
Geländes zum Zwecke der Herstellung eines Planes ver- 
wendet. Verschiedene Polygonzüge, die netzartig verbunden 
werden^ bilden ein Polygonnetz. Diese Art der Messung 
steht in der Mitte zwischen der ihr zeitlich in der Beg^ 
vorangehenden Triangulation oder Dreiecksmessung, durch 
welche die Lage der Hauptpunkte auf einem größeren Ge- 
biete der Erdoberfläche festgelegt wird, und der nach- 
folgenden Einzelaufnahme oder Stück Vermessung, durch 
welche die einzelnen Geländepunkte eingemessen werden. 
Die Polygonzüge haben den Zweck, aus d^n bekannten Ko- 
ordinaten eines oder mehrerer Hauptpunkte die Koordinaten 
anderer Punkte durch Richtungs- und Längenmessungen zu 
emitteln, welche für die Stückvermessung die Grundlage 
bilden, und gleichzeitig in ihnen eine Richtung festssulegen, 
oder kürzer gefaßt: Koordinaten und Richtung zu übertragen. 

Der einfachste Fall einer solchen Übertragung ist die 
Messung der Richtung und Entfernung nach dem gesuchten 
Punkte im gegebenen Hauptpunkte. Wenn aber z. B. bei 
einer Stadtvermessung die Koordinaten eines Kirchturms 
und die Richtung von diesem nach einem außerhalb der 
Stadt gelegenen Punkte gegeben sind, und die Koordinaten 
£ines in einer engen Straße gelegenen Punktes gefunden 
werden sollen^ der vom Kirchturm aus nicht sichtbar ist, 
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SO bedarf es eines Messongsverfahrens^ das sich schlangen- 
gleich durch die Straßen der Stadt von dem einen zum 
anderen Punkte hindurchwindet. Aber auch in offenem Ge- 
lände wird dieses Verfahren nötige wenn die Messung nur 
über schmale Geländestreifen (Wege u. dgl.) geführt werden 
kann. 

Bereits bei der Bestimmung des Flächeninhalts eines 
Grundstückes ist von der Aufnahme und Ausmessung eines 
geschlossenen^ das Grundstück begrenzenden Polygons die 
Rede gewesen, hier handelt es sich dagegen darum, auf 
möglichst kurzem, also möglichst geradlinigem Wege von 
einem zum anderen Punkte zu gelangen, daher komimen 
hauptsächlich nur offene Polygonzüge in Betracht. Ihre 
Zusammensetzung zu Polygonnetzen führt dann auch zu ge- 
schlossenen Polygonen. 

Ein Polygonzug ist ein gebrochener Linienzug, der aus 

Seradlinigen Strecken besteht; seine Gestalt ist bestinmit 
urch die Streckenlängen und die Brechungswinkel. 

Wir bezeichnen die n Polygonpunkte mit 1, 2, 3 . . .n, 
die in den Brechungspunkten 2, 3 ... (n — 1) gemessenen 
n — 2 Brechungswinkel mit ß^, ßs»"ßn-if die eindeutig 
durch die Festsetzung definiert werden, daß sie im Sinne 
der Bewegung des Uhrzeigers von der in der Zugrichtung 
vorangehenden nach der in dieser folgenden Strecke ge- 
messen sind. Bei Umkehrung der Zugrichtung gehen sie in 
360<> - ß über. 

Femer sind die n — 1 Yerbindungsstrecken gemessen 

Si.2^ 52.Ö1 ^8.4 • • •5»-l.»» 

Soll außer der Gestalt auch die Lage des Zuges in 
bezug auf eine bereits fertige Vermessung bestimmt werden, 
so muß in einem gegebenen Punkte, z. B. 1, die Richtung 
nach einem anderen gegebenen Hauptpunkte bekannt und 
der Winkel ßi zwischen dieser und der Strecke Si.2 g^" 
messen sein. Die Sichtung nach kann erhalten werden 
aus den gegebenen Koordinaten der Punkte 1 und 0, indem 
der Richtungswinkel aus 

berechnet wird. Zur Richtung (0,1) gehört der Richtungs- 
winkel öto.i = öti.o + 180®. 
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Da (X + 180® und a — 180^ nur verschiedene Schreib- 
weisen für denselben Winkel sind, dürfen wir eine, und zwar 
aus später ersichtlichem Grunde die letzte^ auswählen. Wir 
erhalten jetzt die n — 1 Richtungswinkel der Zugstrecken 
^i-s^a.s ^5.4* • • ^n-i-M mit Hilfe von »i.q: 

öto.i = öti.o — 180® 

Ä1.2 = A + Äo.i — 180® 

Ä2.8 = A + Ä1.2 - 180® 
Ä8.4 = A + Öt2.8 - 180® 



Ä»-i.» = ßn-1 + Ä„_2.H-i — 180® , deren Summe 



M-l 



««-1.» =-^ßi + öti.o - 180®n 

als Prüfung der Rechnung dient. 

Es ist 180® n = 0® bzw. = 180® für gerades bzw. un- 
gerades n. Allgemein ist 

i 

(Ki.i^i = ßi + «.-i.« - 180® =-2^A + oct.o - 180®(i + l) 



=Z'A + öCo.i~180®i. 
1 

Aus den Streckenlängen und den Richtungswinkeln 
(Winkeln mit der a?- Achse) berechnet man die Koordinaten 
der Brechungspunkte aus den gegebenen Koordinaten ffiy^x* 

y%=yi +si.2 8inai.2, a?2 = a;i +Si.2COsai.2 

y8=y2 +S2.8 8ina2.8, X^-^X^ +S2.8COSa2.8 



y» = y»-i +5M-.i.»sina»-i.„, iCii=a?w-i + Sw-i.wCosa»>i.n 

M-l M-l 

y»» = yi +^(s^<+isinai.,+i) Xn-=x^ +J^(5.w+iC0sa^rf+i) 

1 1 

Diese Summen dienen zur Prüfung der Rechnung« 

Werden außer den zur Bestimmung der Gestalt und 
der Lage eines Polygonzuges notwendigen Messungen noch 
andere Messungen vorgenommen^ oder sind die Koordinaten 
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etwa des Endpunktes bekannt^ so entstehen Bedingungs- 
gleichungen^ welchen die Beobachtungen genügen müssen. 

Sei 1; 2, 3| 4y 6, 6 ein offener Polygonzug, so reiche]^ 
zu seiner vollständigen Bestimmung die Messung der Strecken 

«1.2 52.öSs.4 54.5 56.6, der Brechungswinkel ßißsß^ßsf ferner 
des Winkels ß^ zwischen der Anfangsrichtung (1,0) und der 
ersteJh Seite und die gegebenen Koordinaten ix^pi des 
Punktes 1 aus. Sind die Koordinaten x^y^ des End- 
punktes 6 ebenfalls gegeben^ so daß Sq.i eine ihrer Lange 




Fig. 86. 

und Richtung nach aus den Koordinaten x^pi x^Ps ^~ 
kannte Strecke ist, indem 

Vi—ye ^ — «6 



tgae.i = — y 



Se.i == 



x^ — Xq sm «6. 1 cos «6. 1 

ist, so entsteht ein geschlossenes Polygon 1, 2,3,4,5,6,1 mit 
Seiten von bekannter Richtung und Länge. Es moB daher 
die Summe der Projektionen aller Seiten desselben auf jede 
der beiden Koordinatenachsen (überhaupt auf eine beliebig 
gerichtete Achse) null geben, also entstehen die Bedingungen: 

»-1 

^(5,-.,+i sina,-.,+i) + yi — y~ = , 



1 

n-l 



^(5,-.,+ lC0Sa,w+i) + X^ — Xn = Oy 
1 

wobei im votliegenden Falle w = 6 zu setzen ist. 



§ 26. Winkelaumme einM Polygons. 89 

Ist noeh im Endpunkte 6 die Richtung (6« Z) nach 
einem gegebenen Punkte Z durch Messung des Winkels ß^ 
angeschlossen^ so entsteht ein erweitertes^ ebenfalls ge- 
schlossenes Polygon 1^ 2, 3, 4, 5^ 6^ 5 mit n-j- 1 Eckpunkten^ 
indem der Schtiittpunkt 8 der beiden Anschlußrichtungen 
(1, 0) und {6,Z) hinzukommt. In diesem Polygon sind alle 
Winkel bestimmt^ indem der Winkel bei 8 als Differenz der 
Richtungen 

(5, 1) «= (0, 1) + «180^ = (Xo und (8, 6) - (Z, 6) + «180« = (Xz 

berechnet werden kann (« = ±1 ^der —0). 

Sei die theoretische Summe der Winkel dieses Poly- 
gons W, so kommt also noch eine dritte Bedingungs- 
glei<diung hinzu: 



§ 26. Winkelsumme eines Polygons. 

Hat allgemein ein Polygon von der in Fig. 36 gezeich«' 
neten Gestalt N Eckpunkte, so ist die Summe der inneren 
Winkel (wie durch Zerlegung in Dreiecke mit gemeinsai^er 
Spitze im Linem des Polygons gezeigt werden kann) 

TT- (iV -2)1800. 

Bei Messung des Polygons in entgegengesetzter Sich- 
tung würden dagegen die äußeren Winkel in Betracht kommen^ 
deren Summe^ da jeder einzelne ß' = 360^ — ß ist: 

W'= 3600 N- W= 2 N180^^ (N- 2) 180«= (N+ 2) 180« 

gibt 

Schneiden sich zwei Seiten^ so zerfällt das Polygon in 
zwei Teilpolygone (Fig. 37), und allgemein entsteht durch 
jeden Schnittpunkt von zwei Seiten ein neues Polygon, also 
wenn s Schnittpunkte vorhanden sind, erhält man s + 1 Teil- 
polygone. 

Enthalten die durch die Schnittpunkte s^, S29 Sg . . , ent- 
stehenden Teilpolygone fiy v^ Qj a . . . Eckpunkte des ur- 
sprünglichen Polygons, so daß 
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isi^ so sind die Winkelsummen der s + 1 Teilpolygone 

180ö(/A + l±2) 

180^ (v + 2 + 2) 

180^(^ + 2±2) usf., 

indem die Schnittpunkte als Eckpunkte der Teilpolygone 
mitgerechnet werden müssen, und zwar je einer im ersten 
und letzten, je zwei in allen übrigen Teilpolygonen. 

Infolge der festgesetzten Zählweise sind im allgemeinen 

abwechselnd die Winkel 
innere oder äußere Win- 
kel der Teilpolygone, 
daher gilt unter dieser 
Voraussetzung abwech- 
selnd das positive oder 
negative Vorzeichen. 
Die Winkelsumme des 
ganzen Polygons ergibt 
^^- *'• sich dann durch Addi- 

tion, für jeden der s Schnittpunkte ist dann aber 360^, 
also im ganzen 2 s 180^ abzuzidien (in der Figur im ersten 
Teilpolygon y , im zweiten 360^ — y). Man erhält also 

Tr=180V + y + e + <^---) + 2sl8o4±^'^^^''}-2sl80« 

= (Jr+ 2) 180^ für gerades 5, = JV'ISO^ für ungerades s. 

Das Vorzeichen (im 
Falle eines geraden s) 
hängt davon ab, ob beim 
ersten Polygon die äuße- 
ren oder inneren Winkel 
genommen werden. 

Bei verschränkten 
Polygonen (Fig. 38) findet 
der Wechsel der inneren 
und äußeren Winkel beim 
Durchgang durch einen 
Schnittpunkt nicht statt 
Um die theoretische Winkelsumme zu finden, führt man diesen 
Fall auf den anderen zurück, indem man an Stelle der gemessenen 
Winkel abwechselnd diese und ihre Elrgänzungen zu 360^ einsetzt 
(vgl. Lorber, Zeitsohr. f. Vermessungswesen, Bd. 17, 1888). 




Fig. 88. 



§ 27. Grobe Messungsfehler. 91 

§27. Polygonzfige (Fortsetzung). Qrobe Messungsfehler. 

Im Falle des § 25 ist N^ n + 1, und daher lautet die 
dritte BedingungsgleichnDg^ wenn die Seiten sich nicht 
admeiden^ für Fig. 36: 

Zß* + ^0 - Äi? = (» - 1)1800 

1 

2!ßi - «0 + Äis = (n + 3) 180« , 

1 

je nachdem die inneren oder äußeren Winkel gelten, oder 
allgemein: 

y^,ßi + Aa — Tr="0, wenn Ja = ±(^0 — a^) . 

Die Bedingungsgleichungen (§ 25) werden nie streng 
erfallt sein^ sondern es werden sich Widersprüche f^, fg.^ fß 
ergeben: 

M-l 

^[Si,i+i sina^<+l] + yi—yn='fg 

1 

M-l 

^[Si.4+1 COSa.-.^+i] +ih'-^n=fx 



1 

M 



1 

Sind diese Widersprüche sehr groß^ so kann man grobe 
Messungsfehler vermuten. Z. B. hat ein Irrtum um eine 
Lattenlänge bei der Messung einer Strecke die Wirkung, 
daß der ganze Zug von der Fehlerstrecke an um diesen 
Betrag parallel verschoben erscheint^ und er äußert sich 

daher dadurch ^ daß V/J + fl nahezu eine Lattenlänge be- 
tragen wird^ wenn andere grobe Fehler nicht vorgekommen 

sind. Der Quotient ^ wird dann mit tga«« = — — 

fx s.KCOsa.H 

der fehlerhaft gemessenen Strecke 5«^ übereinstimmen , wo- 
durch diese (bei nicht nahezu geradliniger Erstreckung des 
Zuges) herausgefunden werden kann. 
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Ist dagegen bei der Winkelmessiing in einem Brech- 
punkte ein grober Fehler vorhanden ^ so äußert sich dieser 
dariD^ daß von diesem Punkte ab der Zug um den Winkel- 
febier gedreht erscheint. JElechnet mau daher rückwärts vom 
Endpunkte des Zuges^ so gelangt man zu diesem Punkte 
zurück und erhält von da ab den ersten Teil des Zuges bis 
zum Anfangspunkte um den Winkelfehler gedreht; deijenige 
Punkt also, für den man bei Vorwärts- und Rückwärts- 
rechnung dieselben Koordinaten erhält, ist derjenige, in dem 
der Winkel falsch gemessen ist. 

Beide Arten von Fehlem werden auch erkannt, wenn 
man statt der Rechnung eine prraphische Auftragung vor- 
nimmt. Im ersten Falle stimmt die Richtung des aufgezeiqh^ 
neten Schlußfeblers mit der Richtung der fehlerhaft gemes- 
senen Strecke überein, im zweiten Falle schneidet sich der 
vorwärts und rückwärts gezeichnete Zug im Scheitel des 
fehlerhaften Winkels. 

Bei sorgfältiger Messung überschreiten die Widersprüche 
erfahrungsgemäß nicht gewisse Grenzen; die erlaubten 
Grenzen werden in verschiedenen Ländern etwas verschiedeft 
festgesetzt. Die Preußische Vermessungsanweisung gestattet 
noch Fehler bis zum Betrage: 

/^ = r,5}^, y7TT71 = o,oiyaM + 6Ms 

wobei 

a = 4, 6 = 0,005 für günstige Bodenverhältnisse, 

a = 6 , 6 = 0,0075 für mittlere Bodenverhältnisse, 

a = 8 , b = 0,01 für ungünstige Bodenverhältnisse 

angenommen wird, n ist die Anzahl der Polygonpunkte, 
5 die Länge der Strecken in Metern. 

Um die Widersprüche auszugleichen, kann man streng 
nach der Methode der kleinsten Quadrate verfahren, wäh- 
rend man in der Praxis der Kürze wegen meist ein Nähe- 
rungsverfahren vorzieht 

§ 28; Ausgleichung nach der Methode der UeinsteB 

Quadrate* 

Die Aufgabe besteht darin, solche Verbesserungen t;^^^i 
der gemessenen Strecken 84.4+1 und Xt der gemessenen 
Winkel ßi zu bestimmen, daß die Widersprüche null werden 
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TMid [Pi.4-¥i^ti+i] + [Piiil] ein Minimum wird; pi.f+i und j>^ 
bezeichueQ die Gewichte der Strecken- und Winkelmes- 
sangen, die eckigen Klanunern «nd Summenzeiöhen. 
Aus 

ßx + ß2+^'' + ßn + ^cc-W^fß und 

folgt 

(I) X^ + X^+.., + Xn+fß = oder [X,]+fß = rf=i,2...« 

als erste ßedingungsgleichung ffir die Winkelverbesf^erungen Jl, 
Differentüert man die beiden anderen Bedingong^leichungeii 
(§ 27), 80 folgt 

^=Bl,2...(fl-l) 



(X4.i+i dSi.i+i] = dfy) 

(Xi.i+idsi.i+t] = dfxf 



—[Si.i+1 sinöt,-.^+i d«,.^+i] + [co8 

Nim folgt aus den Gleichungen 

a.w+1 = ß4 + o^i^i.i - 180» (§ 25) 
doCi.i+1 = dßi + d(Xi-i.i = dßi + dßi^x + . . . + e?^i . 

Sind die gesuchten Verbesserungen so klein, daß sie 
als Differentiale angesehen werden können, so können wir 
X = dß, V = ds setzen und erhalten^ wenn wir nach X ordnen, 
aus der Gleichung für dfyi 

^(S|i-l.f|COSötn-l.n+Sn-2.n-lCOSan-2.fi-l+.--+S2.8C08^2.8 

+ Si.2C08(Xu2) 

+i2(S„_l.nCOS«n_i.n+5n-2.n-lCOSötK-2.H-l+.«.+S2.8COß^2.s) 
+^(Sn-l.f|COSaH_i.n+5n-2.|i-lCOSan-2.»-l+ — 

+^-.l(S»i-l.nC08^n-l.n) + [SUI a,-.,+ 1 1;^^+ 1] = — /^y , 

da idiejenige Änderung, welche den Widerspruch /y zu null 
macht, dfy =» — fy ist. 

Es ^nn auch geschrieben werden (S. 87): 

+ (^2. -^)>+--- 
+ii {{Xn — Xn-.i) + (Xn-i — Xn-2) + - ^ - + (^i+l — ^t)} + • • • 

+ An-i(a;„ — a?n-i) + [t?tw+i8inÄ.w+i] +U = .=1,2. ..(n-i) 
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Führt man 

also die vom Endpunkte gezählten Abszissen ein, so ist 

In derselben Weise erhält man aus der dritten Be- 
dingnngsgleichung mit Ersetzung der Werte von da durch 
die k und Einführung von 

(PI) +[^ya + [t?^*+l COSarf.rf+i] + /«,= 4=1.^.. .{n^l). 

In den Gleichungen (II) und (IH) ist der Koef&zient von 
An null, in der Gleichung (I) sind die Koeffizienten aller v null. 

Man kann an Stelle der drei Bedingungsgleichungen (I), 
(II), (III) zwei reduzierte Bedingungsgleichungen setzen, ins- 
besondere wenn die Winkelgewichte Pf untereinander 
gleich sind 

Aus (I) allein würde in diesem Falle folgen: 

(I*) xi =» aJ = . . . =Ai = — ■-•fß . 

Bildet man dann 

Ti — =. ^^ , yj — - =- iy^ , 

91 91 

fy + ~r" fß^=fy 9 fx — fß^=fx9 

80 setzt man an Stelle der drei Gleichungen die folgenden beiden : 

(H*) -[AJ' f J + [t;,.,+i sin«,.,+i] + /; = , 

(HI*) +W'i7j + Kw+icos«,.,+i] + /2 = . 

Aus diesen beiden Gleichungen bildet man die Normal- 
gleichungen zur Bestinunung der Korrelaten Tcx und h^ 






i>rf jp»-«+i 



lh + 



i 



(A*){ 






JPti+1 1 



I- Pi Pi.{+i J \.p< Pi.i+i 1 



+ /« = 0. 
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Dann erhalt man die Verbesserungen 

Die YerbesAerungen, welche den drei Bedingungsgleichun- 
gen Qi)y (U)^ (HI) genügen, sind dann 

K=^K + ^i uod Vi.i+i . 

Daß dieses Verfahren in der Tat dieselben Werte X^ 
liefert wie die unmittelbare Behandlung der Gleichungen 
(I), (11) und (UI), sieht man aus folgendem: 

Seien nämlich Jcf^ Jcf% Jcf^^ die Korrelaten, so erhält man aus (I), 
(II), (III) folgende Normalgleichungen zu ihrer Bestimmung^): 

L Pi Pi.t+1 J 

b<J L i>« Pii+i i 

Da sämtliche jp^ gleich vorausgesetzt wurden, kann man 
diese Gleichungen auch so schreiben: 

^*'-^ [<]*" + ^M*"' + //» = o 

P« Pt L Pii+i i Pi 



(A) 



sin 



Pi-i+l J ' 

+1 M f - 1 [af, j<] t" + [fEf^-±L^!fi-±L] r 
Pi Pi 1 l>^^+l J 



^) Es sei hier auf das übersichtliche Schema für beding^ Be- 
obachtungen in Albrecht a logarithmisch-trigonometrischen Tafeln 
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Setzt man 

am der ersten derselben in die beiden anderen ein^ so sieht 
man; daß die Gleichungen (A*) erhalten werden^ wenn man 
beachtet: 

n n n 

also 

ebenso 



|,,, = ^»5-^i^-y{^+f^f^^ 



fl n H fl 

endlich 

M = [y5«]-^l>5][s<l. 

Es ist abo 

Ferner wird aus den Gleichungen (1)^ (TL), (HI) und 
(A) erhalten: 

oder wenn der Wert von k' eingesetzt wird: 

fl 

Das ist aber nach Seite 95 und (I*) 

Pi^i==PiK'+Pi^i oder k^Xi + X?, 
was zu beweisen war. 



mit fanf Dezimalstellen verwiesen) auch vgl. S. S. XIX, Nr. 194, 
fbmer ist es för Ungeübte empfehlenswert, die Summen etwa fOr 
n = 3 oder 4 ausführlich zu schreiben. 



§ 28. Ausgleiohung nach der Methode der kleinsten Quadrate. 97 

Während man in Gleichung (I) auf beiden Seiten Winkel- 
maß einführen kann^ kommen in den Gleichungen (II) und (lU) 
Winkelfehler (Jl) und Langenf ehler (v) vor. Man wird daher 

die Winkel in analytischem Maße ausdrücken, also -^ bilden. 

Berechnet man einen mittleren Winkelfehler jLiß, und 
beträgt der mittlere Streckenfehler jj^g, so ist das Verhältnis 

der Gewichte beider Messungen = -^ , oder wenn 

man das Winkelgewicht jp< = 1 nimmt: i^^^+i = ^-^ . Die 

Maßeinbeiten für v und fji^ bzw. X und fiß gehen in den 
Ausdruck (S. 93) \ ^ ^ n^^ 

\Pi.i^ivUi] + \PiX(\ oder [!^J+m=Min. 

nicht ein, daher darf man für beide dieselben wählen. 

Der mittlere Fehler fiß eines Poljgonwinkels 
setzt sich aus drei unabhängigen Fehlem zusammen. Der 
erste Teil ist der reine Messungsfehler, der zweite Teil 
rührt davon her, daß die angezielten Endpunkte seiner 
beiden Schenkel nicht genau mit den Poljgonpunkten zu- 
sammenfallen, ist also elQ Zentrierungsfehler der Zielpunkte. 
Der dritte Teil hat in ungenauer Aufstellung des Instru- 
mentes über dem Polygonpunkt seinen Grund, er kann also als 
Zentrierungsfehler des Standpunktes bezeichnet werden. 

Man kann daher den mittleren Fehler eines Brechungs- 
winkels fiß darstellen durch 

i"| = /*i + i^ + iwi • 
Ist das mittlere Fehlerquadrat einer einfachen Winkelmes- 
sung/i^, so erhält man für einen «n-mal gemessenen Winkel, wenn 
die Instrumentalfehler als eUminiert angesehen werden können: 

^1 — **. • 

Sei femer von einem Standpunkte 2 aus statt des Poly- 
gonpunktes 1 der um (1,1*) = e entfernte Zielpunkt l'*' ein- 
gestellt und bildet (1,1'*') mit (1,2) den Winkel 99, so ist der 
hieraus entstehende Fehler des Winkels ß bei (2), abgesehen 
vom Vorzeichen, genügend genau: 



dß = q" sin^p 

Sl.2 



Galle, Geodäsie. 
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wobei (2,1*) = (2,1) = Si.2 angesetzt ist Führt man statt 
der meist unbekaimten wahren Fehler hier mittlere Fehler 
ein, indem man e als kleine Abweichung betrachtet und ihren 
Mittelwert fi^ nennt, so wird der eine Teil von 

A4-e"»#|8in«9»|. 

Um den Mittelwert | wi^(p \ zu erhalten, denkt man den 

Umkreis des Zielpunktes in n gleiche Teile d(p geteilt, so 

2jr 
daß n = -=— ist. Wenn nun die Exzentrizitatsrichtung (1,1*) 

bei allen rückwärts liegenden Zielpunkten sich gleichmaßig 

auf diese n Winkelräume verteilte, so würde — der 

n 




Fig. 89. 

Mittelwert sein, also wenn die Anzahl n so groß ist, daß 
d(p als Differential angesehen werden kann: 



1 f 1 

8m^(p\ ^ — I sinV dq>^-^ 



(wie man aus dem allgemeinen Integral S. S. XI, § 27 IVa" 
leicht findet). Daher ist, wenn man die vorwärts liegenden 
Zielpunkte (3) ebenso behandelt. 






Für die Exzentrizität des Standpunktes gilt eine ganz 
ähnliche Betrachtung. 
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Ist hier (p' der Winkel von (2^2*) mit der einen Kich- 
tung^ z. B. mit (2,1) > Bo entsteht der Winkel ß — q>' mit der 
anderen» Wir bezeichnen die Entfernung (2,2*) mit e' und 
erhalten ganz ebenso als den entstehenden Fehler des 
Winkels ß 



// g/ (.E^ ^ sin(^ ~ yO \ 



oder wenn wir die Exzentrizität ebenso wie auf den Ziel- 
punkten annehmen und q) statt q)' schreiben^ im Mittel: 

2 //9 2 1 r/8in9? sin(j8 — 9?)y 



Nun ist 

29r 2jk 

1 / 'singy ^ 1_ 1 fam^(ß-(p) ^ _ 1 

2^j s?., ^^"2sJ.,' 2^; ^.3 ''^""2^,.3' 



2a 

1 ^2 sin^p sm(ß — q>) ^ co&ß 

2jcJ S1.2S2.8 Si,2 S2.8 ' 



Es ist nämlioh 

j2 einq) Wi(ß — (p)dq)= jGOs(ß — 2q)) dq> — fco&ß dq) 
00 

= —2jt OOBß . 

Daher wird 

g-^>;/i 1 2co8/?\ 

^ g''V? / 5i-2 + gj.s — 2 S1.2 S2.8 cosi8\ 

2 \ Sj.2 ^2.8 ^ 

Denkt man sich (1,3) = St.3 gezogen, so ist 

«1.8 = «1.2 + «2-8 — 2Si.2 52.8 cos/? , 

also 



^ \^.2^2'8' 
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und 

Da meist 5j.5> sj., + sf., sein wird, so hat die Exzen- 
trizitat des Standpunktes besonders starken Einfluß. Man 
wird aber andererseits eine genauere Aufstellung des Theodo- 
liten über dem Standpunkte leichter erreichen können, als 
der Zielobjekte über den Polygonpunkten, so daß man für 
den Standpunkt t/^J statt /^f einzuführen hat, wo r<l ist, 
imd man erhält: 

Die ezzentrisclien Aufteilungen haben nach dieser 
Fonnel einen merkbaren Einfluß auf die Winkel. Nimmt 

man /^^ == J- 10 mm, r = ^, Si.j = 52-8 = -^ = 100 m an, so 

erhielte man etwa 29'' aus dem zweiten Gliede und mit 

-^ = 10" mithin yiß = 31". 
^|m 

Für die Schätzung des mittleren Winkelfehlers 

zum Zwecke der Gewichtsannahme wird man aus dem 

Schlußfehler fß eines Zuges mit n Brechungswinkeln 

yn 

berechnen, indem man unregelmäßig wirkende Fehlerursachen 
annimmt und daher den Schlußfehler nach dem Fehler- 
fortpflanzungsgesetz aus den einzehien Brechungswinkelfehlem 
entstanden denkt. Sind mehrere Züge (Anzahl i) gemessen, 
so erhält man im Mittel für alle als mittleren Winkelfehler 



^. = i/iffi+ö!+...l 

Den mittleren Fehler der Längenmessungen kann man 
nach dem bei der Messung geradliniger Strecken Gesagten 
ermitteln (S. 57). 
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§ 29. Ausgleichimg eines gestreckten Znges* 

Für die Praxis ist die Ausgleichung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate zu weitläufig. Man wird vielmehr 
ein Verfahren anwenden können^ das im Falle eines nahezu 
gleichseitigen und nahezu geradlinigen Zuges nur un- 
bedeutende Unterschiede gegen das strenge Ausgleichungs- 
verfahren geben kann. 

Unter diesen Voraussetzungen werden nämlich die 
Langenmessungen im wesentlichen nur die Lange ^ die 
Winkelfehler nur die Richtung des Zuges beeinflussen. 




14/' ,. 



\w 



ff 






Jl 



ParaUele zur tf- Achse 
Fig. 40. 

Die Gerade A'B stelle die wirkliche Zuglange 8 und 
die Zugrichtung dar^ die durch den Winkel q> mit der 
:z^ Achse bestimmt sei; dagegen möge infolge der Messungs- 
fehler der Endpunkt f gefunden sein^ so daß 3W den 
Fehler nach „ Größe und Richtung angibt. 8' == 8 + dS ist 
dann die Länge von ÄB^ und <f/ = (p + d(p der Richtungs- 
winkel von AB\ ' 

Sind die Koordinaten von A Xayay von B x^ifb, so ist 

[s sin^] 



ig(p=. 



yh — Va 

00}) -~~ CC(^ 



tg9' 



[s cos«] ' 



o/ ,/7~^ — T?~r-r ii [«sina] [scosöt] 

8' = y [ssmaP + [scosötP = ^ — -r = r ^ 

' *■ ■■ *■ ^ sm^?' COS9?' 
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wenn a die Richtungswinkel und s die Langen der einzel- 
nen Zuficstrecken bedeuten und die ecki^^en Klammem die 
Summ J bezeichnen. . . 

Wir führen noch die Bezeichnungen 

ssinoc = Ay y sco&oc ^ Ax 

für die Koordinatendifferenzen ein^ so daß auch 

"^ ^■' ^ ■" sm9?' cos 99' 
ist. Als Langenfehler betrachten wir 

als Fehler quer zur Längsrichtung 

Q Q^ 

Der Gesamtfehler ist dann BB' = fw^^+w^ . 

Andererseits kann BB' nach den Richtungen der Koor- 
dinatenachsen zerlegt werden: 

[5 sinöc] + y« ~ y» = /y , 

[S COSa] -{-Xa — Xi^fx' 

Daher ist 

fy = 8' sin^?' — 8 sin^p = (S + wO sin^?' — 8 Wiq) 

= «;'8in9>' + 2Sco8^^sin^^, 

fx = 8' C08(p' ■— 8c08<p = (S + W') COS9?' — Scos9? 

= w^co8<p' — 2/Ssm ^ ^ sm ^ ^ . 
Hier kann man mit genügender Genauigkeit setzen: 
2 sm^-g-^ = -^ , cos ^ ^ ^ = CO899' , 

sm ^ = sm9?', 

und man erhalt: 

/y = w' sin^?' + w" COS99' , 

/^ = w' COS9?' — w" sin9?' , 
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oder umgekehrt: 

^' = fy sin^?' + fx CO89?' , 

w" = ^00899' — fx sin 9?' . 

Setzt man wieder die Werte für w^ und w" ein, so er- 
hält man die in der Preußischen Vermessungsanweisuog IX 
(wo die Vorzeichen der f aber entgegengesetzt gewählt sind) 
gegebenen Formeln unter Einführung von 

8' _ S'—8 _ _ fySm(p'+fa,coB(p' 

oder^ wenn 8' und 8 wenig verschieden sind, wegen 

8'-8 ^d8 ^ dlog8 

8 S "■ mod ' 

c?log5= mod ^^^^^^t^-^"^^^ = rnod f^}f^l+^^^^^ . 

Ebenso wird 

d<p ^ f^cosq)'--fx8bi<p' ^ fy [A x] ~ fg. [A y] 
q'' 8 [Ay\^+[Axy • 

In beiden Formehi ist im Nenner 8*8^ = 8'^ gesetzt 
worden. Aus dem oben angeführten Grunde haben in der Yer- 

dm 

messungsanweisung IX $ — 1 und — ^ das entgegengesetzte 
Vorzeichen. ^ 

Es handelt sich nun um die Verteilung des Längen- 
fehlers auf die einzelnen Streckenlängen und des Rich- 
tungsfehlers auf die Richtungen der einzelnen Strecken. 

Wir denken uns zunächst die bisher willkürlich ange- 
nommene ;r-Achse in die Längsachse des Zuges gelegt, so 
daß die Richtungswinkel oi der einzelnen Zugstrecken klein 

werden und man cos (X = l, sin ^ = -;r und ä^ statte setzenkann. 

Q 
Vernachlässigen wir auch noch die Produkte von d(x 

und da in die Verbesserungen X und v, so treten an Stelle 

der Bedingungsgleichungen (I), (U), (IQ) des § 28 folgende: 

(1) W+//? = f=l,2,...n, 

(2) [SMrf+ldöC,w+i]+/y = I 

> 1 = 1, 2...(«-l). 

(3) [»*.<+!] + /« = / 
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Die Gleichung (3) sagt aus, daß wegen v^.^+i = — 



«-1 

der Langenfehler gleichmaßig auf alle Strecken zu verteilen 
ist. Dies entspricht dem hier vorausgesetzten besonderen 
Falle fi^leich lans^er Strecken, während wir früher (8 17) 
sahen, laß bei LäSg^essung^n der Widerspruch auf dle%in-' 
zelnen Strecken proportional ihrer Länge verteilt werden muß. 
In Gleichung (2) führen wir die X ein (§ 28) und erhalten 

oder ausführlicher geschrieben: 

+ 52.8 (h + ^2) 

+ «8.4 (^1 + ^2 + ^S) 



+ Sfi-l.n(^l + ^2 + ^8 + • • • + ^i-l) 9 

woraus für einen gleichseitigen Zug mit 

Si.2 = 5j|.8 = . . . ^ 5n-l*tt = 5 

folgt: 

(2*)s<(n-l)Xi + (n-2)A2 + (n-3);«+...+^,-i>+/y = 0. 

Wir unterscheiden die beiden Fälle, daß n «= 2 v eine 
gerade Zahl, und daß n = 2 v + 1 eine ungerade Zahl. ist. 
Hiernach ergibt sich beziehungsweise 

,2j,)P<(2 V - 1) Ai + (2 V - 2)A, + . . . + (2v - »H- + . . • 

l +A2y-l> + ^y=0 • = l...(2y-l) 

is{2vX, + (2> - 1)A, + . . . + (2 V - [i - l])h + . . . 
l +M + /y = ^=i...2r. 

Fügt man die mit — s • — - — multiplizierte Gleichung (1) 

hinzu, die entsprechend den beiden Annahmen über n dann 
so lautet: 

/^ 2v-l , , 2v-l , , , 2v-l , , 

(la)^ ^ '^ ^ ^ 

+ — 2 — H ~ * — 2 — ^^ ^ ' 
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(Ib) —s{vl^ + vi^ + ... +vXi+ ... +vXi^+i)-'Svfß=^0, 
so entsteht entweder: 

f s<(v - i) Ai + (v - 1);^ + . . . + (v - [i - i])i, + . . . 

oder 

Das absolute Glied in den Gleichungen (2^) und {2ß) 
erhält man auch^ wenn man sich X aus zwei Teilen A = A'4-i" 
zusammengesetzt denkt und A' deijenige Teil ist^ der aus 
der Gleichung (1) allein hervorgehen würde, also 

n 

Set^ man nämlich A^ = — — + AJ' in die Gleichung (2*) 
ein, so findet man 

k 

n 

+s<(n-l)Ai'+(n-2)A?+... + (n-i)AJ'+... + ;;'_i>+/;=0 

oder 

s{{n - 1) Ai'+ (n-2)i!^+ . . . +{n^i)Xr + . . . + X^-i} 

n{n^l) fß 
+ fv-^ 2 ^""^• 

Das absolute Glied ist also dasselbe wie in den Glei- 
chungen (2^) und {2ß), nämlich 

2v — 1 
fff — s — - — fß oder fy — svfß für w = 2v bzw. n=2v+l. 

Wenn man daher die Brechungswinkel ß zunächst nach 
Gleichung (1) verbessert und nach dieser Verbesserung erst 
den Ordinatenwiderspruch ausrechnet, so ist dieser nicht 

mehr fy , sondern fy — s* — - — fß • 



-s<(n-l) + (n-2) + ... + («-») + ... +1)' 
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Um nun von den Fehlem der Brechungswinkel auf die- 
jenigen der Bichtungswinkel überzugehen, denken wir uns 
die BichtuDgswinkel auf zwei Wegen berechnet, einmal vom 
Anfangspunkte^ ein zweites Mal vom Endpunkte ausgehend. 
Wir unterscheiden die in beiden Fallen erhaltenen Werte 
durch Akzente: 

ocU+i = «0.1 + ßi + ß2 + ''' + ßi-i + ßi-i' 180^ 

OCiU+i = Än.n+l —ßn — /Jn-1 — ... — ßi+l + (W — ») • 180^. 

Setzt man den mittleren Fehler für jeden Winkel ß 
gleich nißy also die Gewichte der ß gleich, so sind die 
mittleren Fehler und die Gewichte für ä' bzw. a": 

y p" n — t 

und für das Mittel aus beiden Werten 

~ P' + P" ~ [P] 

" \p\ iFi \[p\ VF/ ^ w +py (!>' +P'y) ' 

also 

mß 



m^ = 



= -^ßV- — -• 



YF+P' 

Der größte Wert von i(n — i) = in — i^ wird für 

-^^ — =-. — - = oder n=2i, i = -^ erreicht, und ist i=v, wenn 
dt '2 

2 V 4- 1 
n = 2r gerade und i = — - — , wenn n=2v+l ungerade ist. 

Nach den entwickelten Formeln erhält man demnach 
für einen gleichseitigen, gestreckten Zug folgendes Aus- 
gleichungsverfahren: 

Man verteilt nach (3) den Längenfehler (mit /^ be- 
zeichnet, weü die ic-Achse in die Richtung des Zuges ver- 
legt wurde) gleichmäßig auf die einzelnen Strecken. 
Bei beliebiger Lage des Zuges in bezug auf das Koordi- 
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natensystem berechnet man den Langenfehler 8' — 8 nach 
der 8. 103 für j — 1 oder dlogS gegebenen Formel. Alle 
Strecken müssen in diesem Falle um denselben Betrag 
dl(}gs = dlogS verbessert werden. 

Darauf werden nach Gleichung (1) die Yerbessemngen 

Xi = —— der Brechungswinkel berechnet, wobei die JlJ als 

gleichgewichtig angenommen werden. Man erhält mit den 
verbesserten Brechungswinkehi einen Querfehler 

welchen man an Stelle von fp in Gleichung (2) einsetzt. In 
dieser ist 5«-.^+i == s als konstant vorausgesetzt. 

Da Ä^,•+l das Gewicht »« = —, r^ hat, so gelten die 

^ ^ t(n — i) ' ^ 

Gewichte auch für s»d(Ki.i+i = Wi. Dies ist aber die Quer- 
abweichung einer einzelnen Zugstrecke. Die Gleichung (2), 
die mithin auch in der Form 

[w.] + m/' = 

geschrieben werden kann, ist nun allein zu berücksichtigen. 
Es folgt 






wenn die Korrelate k aus — h + tff' = bestimmt wird, 

1 \-PJ 

oder wenn wir — = q setzen, so ist 

Pa ^ 

Der Querfehler (Ordinatenfehler, wenn die Abszissen- 
achse in der Zugrichtung liegt) wird also in der Weise verteilt, 

daß man ihn für jede Strecke 5,-.f.L.i mit y^ multipliziert, wo 

f(w — i) bJ 

q = -^ ist und \d\ die Summe dieser Werte für alle 

w 

Strecken bedeutet. 

Wendet man diese Vorschriften auf einen Zug an, der 

nur nSherungsweise gleichseitig und gestreckt ist, so wird 
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man ebenfalls den Qoerfehler w" nach der obigen Formel 
w" = — ^ berechnen und durch Multiplikation mit ^^ ver- 
teilen dürfen. 

In der gewöhnlichen Praxis begnügt man sich meist 
mit einem noch einfacheren Verfahren. Es wird zunächst 
der Widerspruch fß in der Winkelsumme gleichmäßig auf 
die einzeken ß verteilt, so daß diese wichtigste Forderung 
der Theorie erfüllt wird. Die Widersprüche fx und /y ver- 
teilt man dagegen auf die J:r = $cos^ und Jy = 5sin^ 
der «Bzelnen Strecken ungefähr proportional der Länge der 
Strecken s. 

§ 30. Fehlerfortpflanzmig in geradlinigen gleichseitigeii 

Zügen. Bnssolenzfige. 

Um den Einfluß der Fehler der Winkelmessung (für 
die Längenmessung gilt das oben § 17 und 27 Gesagte) zu be- 
urteilen^ betrachten wir die Wirkung eines Fehlers X in den 
Brechpunkten eines geradlinig und gleichseitig angenommenen 
Zuges. Jeder solche Fehler hat, wie schon erwähnt, eine 
Drehung des folgenden Teiles des als offen betrachteten 
Zuges zur Folge* Die Querverschiebung w (der Ein&chheit 
halber jetzt ohne Akzent) des freien Endpunktes können wir 
gleich setzen XIE, wo JE die E^ntfernung des Punktes, wo 
der Fehler stattgefunden hat, vom E^ndpunkte ist JEJ ist 
dann immer gleich der Anzahl der noch fehlenden Strecken 
mit ihrer (gleich angenommenen) Länge multipliziert. Daher 
wird ein mitüerer Fehler /jl 

im Punkte 1 eine Querverschiebung des Zuges =+(w— l)s^ 
» ff 2 „ „ „ „ =+(n— 2)s^ 

ff ff i ff ff ff ff =+(w — O^i^ 

ff ff ^ ^ ff ff ff ff ^^i^A* 

hervorbringen. Alle Fehler zusammen haben einen mitt- 
leren Quertehler 

m„ = /i5y(n — 1)* + . . . +1 
zur Folge. Die Summe unter dem Wurzelzeichen ist aber 
(8. 8. V, § 4, V) (^-1)^(2^-1) Hierfür kann man 
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genähert ^^ — 5-^ setzen^ einen Wert, dem sich der Ausdruck 

o 

bei wachsendem n nähert 

Ist nun die Zuglänge (w— 1)5 = 5, so wird 

st 






Hieraus ergibt sich der wichtige Schluß, daß die 
Streckenlängen möglichst lang sein müssen (etwa bis 
300 m, bei größeren Längen werden dann die Fehler der 
Streckenmessung zu groß), weil der mittlere Querfehler rasch 
mit derZuglänge und umgekehrt proportional mit der Quadrate 
Wurzel der Streckenläuge wächst. 

Dies gilt aber nur bei der Winkelmessung mit dem 
Theodoliten, weil hierbei jeder Richtungswinkel oc durch 
Addition des Brechungswinkels ß zum vorhergehenden Rich- 
tungswinkel erhalten wird, also die Summe der Fehler aller 
vorangehenden Brechungswinkel enthalt 

Bei Bussolenzügen werden dagegen die (magneti- 
schen) Azimute der Strecken direkt durch den Kompaß ge- 
messen, jeder Streckenrichtung konunt daher derselbe mitt- 
ler^ Fehler zu. Hier wird dmx^h einen Wüikelfehler nicht 
der ganze folgende Zug gedreht, sondern nur die Richtung 
der einen Strecke beeinflußt, die Richtung der folgenden 
Strecken wird ganz unabhängig davon bestimmt. 

Ein Richtungsfehler da in einem Punkte bringt daher 
am Ende der betreffenden Strecke eine Querverschiebung 5 d» 
hervor, und wenn man statt der im allgemeinen unbekannten 
einzelnen Winkelfehler den mittleren Fehler /j, einer Azi- 
mutbestimmung einführt, so ist ±/jl s die für jeden Teilpunkt 
zu erwartende Querverschiebung. Die Addition dieser Quer- 
fehler erfolgt nur nach den Gesetzen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, so daß für n Strecken der Gesamtfehler 

= '^nfi^s^=^ fisfn wird, oder wenn wieder n = — ein- 

geführt wird: 

Bei Bussolenzügen müssen daher die Strecken mög- 
lichst kurz gewählt werden (20 bis 50 m), weil der Quer- 
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fehler proportional der Quadratwurzel aus der Streckenlänge 
wächst. 

Zur Verbindung verschiedener trigonometrischer Punkte 
und zur Bestimmung der Koordinaten der zwischen ihnen 
gelegenen Geländepunkte legt man verschiedene Polygon- 
züge, die auch wieder untereinander durch ebensolche Züge 
verbunden werden. Für die Schnittpunkte der Züge erhält 
man daher infolge der Messungsfehler, je nachdem man auf 
dem einen oder anderen Wege rechnet, andere Koordinaten, 
um umständliche Ausgleichungen zu umgehen, wird man in 
der Begel das einfache Mittel bUden, genauer wird man 
Mittelwerte mit Gewichten rechnen, indem man etwa nach 
den obigen Angaben die mittleren Fehler auf den verschie- 
denen Wegen abschätzt. 



Kapitel VII. 

Nivellement. 

§ 31. ItessiingSTerfahren. 

An die Horizontalaufnahme von Linienzügen schließt 
sich naturgemäß die Vertikalaufnahme an, welche am ge- 
nauesten durch (geometrisches) Nivellement (neuerdings auch 
Einwägung genannt) ausgeführt wird. 

Während aber bei den Horizontalaufnahmen die Ejrim- 
mung der Erde der Ausdehnung der Messung und der ver- 
langten Genauigkeit entsprechend nicht in Betracht kam, 
muß bei den Nivellements ihr möglicher Einfluß untersucht 
werden. 

Ein solches Nivellement besteht aus aufeinander fol- 
genden Bestimmungen von Höhenunte^hieden benachbarter 
(etwa 100 bis 200 m voneinander entfernter) Punkte durch 
horizontale Zielungen nach lotrechten Latten. 

Während nun auf einem als Ebene betrachteten Ge- 
lände die Eichtung des Lotes überall parallel, senkrecht zu 
der Ebene ist, findet auf der gekrümmten Erdoberfläche eine 
Konvergenz der Lotrichtungen statt. Nimmt man in erster 
Näherung an, daß die Erde die Gestalt einer Kugel von 
beiläufig B = 6400000 m Badius hat, und daß die Richtung 
des Lotes in jedem Punkte durch den Mittelpunkt der Kugel 
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geht, so wird bei wagerechter Zielimg in dem um AE = h 
über der Erdoberflache gelegenen Punkte A nicht der eben- 
soviel (BE^ = h) über derselben 
gelegene Punkt By sondern der 
Punkt D eingestellt. Es würde 
sich daher der Höhenunterschied 
A = BB statt des Höhenunter- 
schiedes null ergeben. 

Ist die Entfernung AB = s 
= 113 m, also 5»= 12800 (rund), 
so ist wegen 



oder 



MB^ == MA^ + AB^ 




Fig. 41. 



(B + Ay = i?2 + 5« , 

wenn ^-= gegen A vernachlässigt wird, 

mithin für 2 i? = 12800000 

A = 0,001 m = 1 mm . 

Um diesen also bereits bei kurzen Entfernungen merk- 
baren Fehler zu vermeiden, nivelliert man „aus der Mittel 
d. h« man mißt den Höhenunterschied zweier Punkte A und JS 
durch Visieren von einem Punkte C aus, der von A und 
von B gleich weit entfernt ist, im übrigen werden A^ C,B 
im allgemeinen nicht in derselben Eichtung (Vertikalebene) 




Fig. 42. 

liegen. Dann wird, immer die Kugelgestalt der Erde vor- 
ausgesetzt, die Horizontalebene in d, in der sich das Fem- 
rohr bew^tiy die Lotrichtungen in A und B in Punkten A' 
und B' treffen, welche um den gleichen Betrag J=J. '-4.= JB'JB 
über A und B liegen. Wenn also A und B in gleicher 
Höhe liegen, werden auch A' und B' den Höhenunterschied 
null haben. 
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Zur MessnDg dient ein NiveUierinstniment, das in 
aufgestellt wird und im wesentlichen aus einem Fernrohr 
mit Yisiervorrichtung (Fadenkreuz) und einem feingeteilten 
Niveau besteht. In den Punkten Ä und B werden Maß- 
stabe (Nivellierlatten) senkrecht aufgestellt. Spielt das 
Niveau ein, wenn das Femrohr genau horizontal ge- 
richtet ist, und ist dann auch gleichzeitig die Zielrichtung 
(Verbindungslinie des Mittelpunktes des Fadenkreuzes mit 
dem optischen Mittelpunkt der Femrohrobjektivlinse) wage- 
rechte so wird deijenige Teilstrich der in A oder JS lotrecht auf- 
gestellten Latte mit dem Mittelpunte des Fadenkreuzes oder 
dem Horizontalfaden desselben zusammenfallen^ der in der 




Fig. 48. 

Horizontalebene des Punktes C liegt. Hierbei ist der Punkt C 
als ein Punkt der Ziellinie und als Schnittpunkt derselben 
mit der lotrechten Drehungsachse des Instrumentes an- 
genonamen. 

Setzen wir zunächst voraus^ daß die vorgenannten Be- 
dingungen erfüllt sindy so setzt sich die Messung des Höhen- 
' Unterschiedes zwischen zwei Punkten 1 und 4 aus folscenden 
Operationen zusammen: ^ 

Aufstellung der Latte ^ in 1^ der Latte B in 2, des In- 
strumentes in I. Ablesung der Lattenhöhen durch 
das wagerecht erst nach 1^ dann nach 2 gerichtete 
Femrohr. 
Aufstellung der Latte ^ in 3, des Instrumentes in II. 
Ablesung der Latten in 2 und 3 (Latte B bleibt stehen). 
Aufstellung der Latte JS in 4 (Latte A bleibt in 3)^ des 
Instrumentes in lU. Ablesung der Latten in 3 und 4. 
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Die Ablesung der Latte in 1 vom Punkte I aus, ebenso 
der Latte in 2 von II aus, in 3 von III werde als Rück- 
blick, dagegen die Ablesung der Latte in 2 von I, in 3 
von n, in 4 von IH aus als Vorblick bezeichnet. 

Die abgelesenen Lattenhöhen seien (r = Enckblick, 
V = Vorblick) 

Latte A B A B 

in Punkt 12 3 4 

Instrumentstand I ri Vi 

V n Tu vn 

}} III Tm «?ra 

Als Höhe eines Punktes sehen wir vorläufig den Teil 
des Lotes an, der über der als Kugelfläche gedachten Meeres- 
fläche liegt, oder auch die Entfernung des Punktes vom Erd- 
mittelpunkte um den Radius der Kugel vermindert. Außer- 
dem kommen noch die erwähnten kleinen Beträge A wegen 
der Erdkrümmung in Betracht, die unter Voraussetzung 
eines Nivellements aus der Mitte für die Standpunkte 1, 11,111 
AiAnAm. sein mögen. 

Bezeichnet man mit \h2h^h4^ die Höhen der Punkte 
1, 2, 3, 4, so ist demnach: 

hj^ + Ai +ri =h2 + Ai +Vi oder Äj — Äg = ^i — ^i 
h + ^a + ^11 = *8 +^n +vn *» — Äs = ^n — ^n 

K + Aiii+rm=h + Am + Vm h—K = ^m — ^m 

mitbin 

\ — h^(vi + Vji + Vm) — (ri + ru + rjn) , 
allgemein 

Äi — *H = M — [r] . 

Der Höhenunterschied zweier Punkte ist der 
Differenz der Summen der Ablesungen beim Vor- 
blick und beim Rückblick gleich. 

Die Bestimmung des Höhenunterschiedes weit entfernter 
Punkte setzt sich nach dem geschilderten Verfahren aus 
einer großen Anzahl von Messungen einzelner Höhenunter- 
schiede zusammen. Wenn nun bei der Einzelmessung auch 
nur kleine Fehler entstehen, die einen systematischen Charakter 
tragen, d. h. in demselben Sinne wirken, so können sich die- 
selben auf weiten Strecken zu merkbaren Betragen anhäufen. 

Galle, Geod&sie. 3 
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§ 32. Berichtigung des Instrumentes. 

Aus diesem Gnmde ist zuDächst eine genaue Berichti- 
gung des Nivellierinstrumentes nötig: Die Zielachse des 
Femrohres muß der Niveauachse parallel sein und beide 
senkrecht zur Lotachse des Instrumentes. 

Die Erfüllung dieser Bedingungen hängt von der Kon- 
struktion des Instrumentes ab. Setzt man ein Instrument 
voraus^ etwa nach dem System Seibt-BreUhauptf bei dem 
das Niveau sowohl, als das Femrohr abnehmbar ist, und 
das Niveau über dem Fernrohr gelagert ist, so erfolgt die 
Berichtigung im allgemeinen von oben nach unten und setzt 
sich aus folgenden Operationen zusammen. 

1. Herstellung des Parallelismus der Niveauachse und 
der Ebene ihrer Lager. 




Fig. 44. 

Das Niveau wird zum Einspielen gebracht (Niveauachse 
im Horizont ab), dann auf der um den Winkel öc gegen den 
Horizont geneigten Lagerebene {cd) umgesetzt. In beiden 
Lagen bildet daher die Niveauachse denselben Winkel cc 
mit der Lagerebene. Der auf der IdbeUenteüung sich zei- 
gende Ausschlag mißt den Winkel ß mit dem Horizont, der 
gleich dem doppelten Fehlerwinkel zwischen Niveauachse 
und Auflageebene ist: ß=2(x. 

Die Korrektion an der Korrektionsschraube des Niveaus 
zur Fortschaffung der Hälfte des Blasenausschlages bewirkt 
das Zusammenfallen von ef und cd. Die andere Hälfte des 
Blasenausschlages wird durch die Hohenschraube des Fem- 
rohres (oder wenn eine solche fehlt, durch diejenige Fuß- 
schraube des Instrumentes, die bei passender Drehung des 
Instrumentes um die Yertikalachse in der Richtung der Li- 
belle steht) fortgeschafft, wodurch cd und ab zusammenfallen. 

Ergebnis: Niveauachse und Auflageebene des Niveaus 
sind horizontal. 
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2. Herstellung des ZusammeDfaUens der optischen und 
mechanischen Achse des Femrohres. 

Angenommen^ das Femrohr läßt sich um seine Längs- 
achse drehen^ so muß ein eingestellter entfernter Punkt (z. B. 
auf der Latte) bei der Drehung um 180® auf der Mitte des 
Fadenkreuzes bleiben. Eine zieh zeigende Abweichung wird 
zur Hälfte durch Ver- 
schiebung des Faden- jy,..^^-^ ^^ .^-^--^.-.jy 
kreuzes (genauer der das- ^„^^g,...^ ,1 -J — . 

selbe tragenden Platte) ^*"^^^***^^^^--^^«^^ 

weggebracht. Die Zen- ^f ^^"""'"'^ ■ ^ w 

trierung der Objektiv- ^ ^ 

linse ist hierbei als Fig. 45a. 

richtig angenonmien, eine Exzentrizität derselben wird beim 
Visieren nach einem nahen Punkte nach Ausführung der vor- 
genannten Korrektion erkaimt. 

3. Herstellung des Parallelismus der mechanischen^ also 
nach Ausführung von 2. auch der optischen Achse mit der 
Niveauachse. 

Diese wichtigste Bedingung wird durch Umlegen des 
Femrohres in seinen Lagern und Ablesung des Niveaus ge- 
prüft Die Libelle wird 
in einer Lage horizontiert; n. 

ergibt sich beim Umlegen 
des Femrohres an dem 
nach 1. berichtigten Ni- 
veau ein Ausschlage so 
rührt er von einer Un- 
gleichheit der Lagerringe 
des Femrohrs her. Denkt 
man sich der Einfachheit halber den Fernrohrmantel als 
Kegelfläche mit dem halben Öfinungswinkel e^ so ist bei 
einspielendem Niveau (Fig. 45 a) (£e Femrohrachse AA 
um £ und die Ebene der Femrohmnterlage LL um 2e 
gegen den Horizont HH geneigt. Wird das kegelförmige 
Femrohr auf der unverändert gelassenen Unterlage iflngelegt 
(Fig. 45b)e so mißt der entstehende Ausschlag des Niveaus 
den Winkel 4« der Niveauachse NN gegen den Horizont. 
. Der Parallelismus zwischen Niveauacnse und Femrohr- 
achse läßt sich bei der ersten Lage des Femrohrs herstellen, 
indem durch Korrektion der Neigung der Auflageebene \LL 

8* 




Fig. 46b. 
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um ß (d. i ein Viertel des gemessenen Ausschlags) die op- 
tische Achse AA horizontal gemacht wird und der dadurch 
entstehende Ausschli^ e des Niveaus durch Verstellung der 
Niveauachse mittels der am Niveau befindlichen Korrektions- 
schraube fortgeschafft wird. In der zweiten Lage müßte das 
Femrohrlager um 3e und das Niveau im anderen Sinne 
um £ in der Neigung geändert werden. 

In der Regd wird bei der mechanischen Herstellung 
des Instrumentes eine größere Ungleichheit der Femrohr- 
ringe vermieden, und beim Nivellieren aus der Mitte geht 
der daraus entstehende Fehler nicht in das Ergebnis ein. 

4. Senkrechtstellung der Femrohrachse zur Lotachse 
des Instrumentes oder auch wegen der vorangegangenen Be- 
richtigungen, Vertikalstellung der Lotachse des Instrumentes. 
(Diese Berichtigung fallt bei Instrumenten ohne Dreifuß fort, 
z. B. beim kleinen Ertdachea Nivellierinstrument.) 

Das Femrohr wird im Horizont um 180^ um die Lot- 
aohse gedreht Der sich nach der Drehung zeigende Niveau- 
ausschlag wird, wie bei 1., indem man sich statt der Lot- 
achse eine zu ihr senkrechte Ebene (c d in Fig. 44) vorstellt, 
zur Hälfte mit der Höhenschraube des Femrohres, zur Hälfte 
mit der Fußschraube des Instrumentes korrigiert 

Bei einfacheren Instramenten ist das Femrohr und das 
Niveau fest miteinander verbunden. In diesem Falle wird 
der Parallelismus zwischen der Zielachse (optischen Achse) 
und der Niveauachse auf folgende Arten geprüft und durch 
Verschiebung des Fadennetzes berichtigt: 

I. Ablesung zweier Latten einmal aus der Mitte auf 
Standpunkt I, ein zweites Mal aus der Nähe einer Latte auf 
Standpunkt U. Sei D die Entfemung der Latten vom Stand- 
punkte I und oc der Hohenwinkel der Zielachse bei ein- 
spielendem Niveau, so sind die Ablesungen der Höhen über 
den Lattenfußpunkten nicht a^ und b^, wie sie bei horizon- 
taler Zielachse sein würden, sondern 

a!i=^ai + D tgoc und 6J = 6^ + D tga, 

also ihre Differenz unverändert Auf Standpunkt II, dessen 
Abstand von der näheren Latte d sei, würden bei horizon- 
taler Zielachse die Ablesungen a^ und &2 ^®^) infolge des 
Zielfehlers sind sie aber 

ai = a2 + d[tg«, 6j = 62 + (d + 2D)tgÄ, 
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a^ — Ox =62 — 6^ ist der Höhenuntersohied der Stand- 
punkte I und n und 6^ — aj = 6^ — a^ = 63 — 02 = Ä der 
Höhenunterschied von Ä und B. 

Setzt man daher in 



4 — Ö2) — (62 — «2) = 22) tgÄ 
62 ~^2 = &i — ^i ein, so erhält man 

tg^_(^2-&i)-(ai-ai) 




Fig. 46. 

um den Fehler wegzuschafiPen, verschiebt man auf 
Standpunkt II bei Einstellung auf die entferntere Latte das 
Fadenkreuz so, daß an Stelle der Ablesung 62 ^^^ Ablesung 

62 = a2+Ä=«a2 + Ä~ dtga 

erhalten wird. Hierin wird ä =« 61 — af aus den Ablesungen 
auf Standpunkt I eins^esetzt und dtß<x vernachlässigt. Nötigen- 
falls wiXholt mJ das Verfalrren. 

Der Standpunkt I muß nicht notwendig in der Mitte 
der Latten A und B sich befinden; es muß nur die Entfer- 
nung ly nach beiden gleich sein. Sei dann di die kleine 
E^nlxemung des im übrigen beliebig gewählten Standpunktes II 
von A, d^ seine Entfernung von B, so ist mit denselben 
Bezeichnungen wie vorher: 

aj — «1 = 6J — 6i = ly tga , 
Oa — 02 = <?! tg« , 
&2 — &2 = ^2 tgöc 
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und, da wieder 61 — Oj = 6j — Oj = &t — «i = Ä ist, so folgt 
(6j _ oj) _ (6, _ oj) = (<i, - dl) tg « = (6i - oi) - (&i - 
oder 

*S* = ^:r^^ • 

Die Korrektur erfolgt also in derselben Weise , wie 
vorher. Die kleine Verschiebung des Fadennetzes, welche 
die Änderung der Ablesung 6^ in o^ + & auf Standpunkt II 
bewirken soll, hat bei der näherstehenden Latte zwar auch eine 
Änderung der Ablesung oL zur Folge, die aber kleiner ist 
SoUte Sil merkbar s^ so muß maf das Verfahren wieder- 
holen y indem man vorteilhafter Weise den Standpunkt 11 
dieses Mal näher an Latte H wählt Die Ablesungen a^ 
und 6i werden durch die Korrektur in gleicher Weise be- 
einflußt. 

Beispiel: Standpunkt I 11 

Latte A a\ = 1,675 c^ = 1,590 

Latte B 6i = 1,383 6i = 1|317 

Ä = 6i - ai «= -0,292 

oi = 1,590 , 

also soll die Ablesung an Latte JS: 03 + ^ = 1^298 sein, 
ist aber 63' = 1,317 . 

Wird infolge der Korrektion des Fadennetzes die Ab- 
lesung &2 = 1^298 und die Ablesung an der Latte A 

oi« 1,689, < = 1,673, femer 6i = 1,381 , 

so bleibt 

6J - oi = -0,292 . 

Mit ai = -1-1,589 

soll also die Ablesung an Latte B 1,297 sein, ist aber 1,298, 
daher ist eine nochmalige Korrektur erforderlich, die dann 
aber die anderen Ablesungen nicht mehr beeinflussen wird. 

n. Das beschriebene Verfahren ist der Aufstellung auf 
zwei Standpunkten I und 11 vorzuziehen, die synmietrisch 
zu den Latten liegen. 

Sind die Entfernungen des Standpunktes I von der näheren 
Latte A und des Standpunktes II von Latte J? beide gleich 
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d, von den entfernteren Latten (LS und ILA) gleich D, und 
wären bei horizontaler Ziekichtung die Ablesungen der 

Latte A B 

auf Standpunkt L ai b^ 

„ „II 02 O2 f 

so erhielte man bei einem Höhenwinkel (x der Zielachse die 
Ablesungen 

auf Standpunkt I ai'=^ai-\- d tg« &J = 6^ + D tg« 

„ „ n oi = Oa + Z) tga 6i = 62 + ^ tg^f . 




Fig. 47. 



Nun ist wieder der Höhenunterschied der Standpunkte 

I und n o^ — 02 = &x ~~ ^2 ^^d ^^^ Höhenunterschied der 
Lattenfußpunkte A und JB 



Ä== 



^> — % I &i — «1 



folglich 



hi + H a[ + ai 6i'-o(,6i-«2 
— s s — = — 7i 1 s — 



Femer ist 

J^ — oi = 6i — Ol + (D — (i) tg« 

~(6i- oi) - -(62 - Oa) + P - d) tg« , 

(65--ai)~(6i-«i) 



tg« 



2{B-d) 

Um also den Fehler (x der Zielachsenrichtung ver- 
schwinden zu lassen, muß die Ablesung an Latte B auf 
Standpunkt I 6i=Oi + Ä = oi + Ä — dtgöc oder die Ab- 
lesung von Latte^ auf StandpunktH 02 =62 —^=62—^—^*8^ 
durch Verschiebung des Fadennetzes erhalten werden. 

Voraussetzung für die beschriebenen Methoden ist> daß 
bei Einstellung auf nahe und entfernte Zielpunkte die Ziel- 
achse unverändert bleibt. Eine Prüfung, ob diese Voraus- 
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Setzung erfOllt oder vielmehr ein Gang der Okularröhre 
vorhand^i ist, geschieht in der Weise^ daß man eine Reihe 
von Punkten einmal aus der Mitte nivelliert (wobei dieser 
Fehler nicht eingeht)^ ein zweites Mal von einem festen 
Punkte aus. 

§ 33. Fehler der NiYellements. 

1. Die Ablesungen der Nivellierlatten können dadurch 
von einseitigen Fehlem beeinflußt sein, daß die Lattenlängen 
nicht mit den Langen des Normalmaßstabes übereinstimmen. 
Dies kann nur durch häufige Vergleichungen der Längen, 
bzw. durch Korrektionen wegen der Ausdehnunir der Latten 
durch die Temperatur, Feuchtigkeit usw. venm^en werdeu. 

Femer können die Unterlagen (Platten), auf denen die 
Latten stehen, während der Zeit der Messung einsinken. 
Die hieraus entspringenden Unsicherheiten äußern sich er- 
fahrungsgemäß bei nötiger Vorsicht nicht leicht in syste- 
matischer Weise, sondern treten mehr als zufällige Fehler 
auf. Dagegen hat sich gezeigt, daß die AufsteUung des 
Instrumentenstativs, wenn ein Stativfuß etwa immer in der 
Nivellierrichtung aufgestellt wird und der Beobachter ge- 
wohnheitsmäßig eine bestimmte Stellung beim Beobachten 
einnimmt, zu Fehlem einseitiger Art fähL kami, indem ein 
einseitiges Einsinken des Stativs stattfindet. 

2. Der Fehler, der durch die Erdkrümmung entsteht, hat 
unter der Voraussetzung einer kugelförmigen Gestalt der 
Erde, wie wir sahen (§ 31), beim Nivellement aus der Mitte 
keinen Einfluß. Auch ist hierbei die strenge Gleichheit der 
Entfernungen von beiden Latten nicht nötig. Denn sind d 
und d' die beiden Entfernungen, so sind die Fehler 

also der Fehler des Höhenunterschiedes 

(d + dO(d-dO 

^ ^ - 2B 

Setzt man, indem das Instrument nahezu in der Rich- 
tung der Latten angestellt angenommen wird, für diese 
Überschlagsrechnung d+ d' = 2D gleich der Lattenentfer- 
nung, so wird J — J' = -p (d — d') . 
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Für D = 100 m wird iJ =64000 D in runder Zahl. Wenn 
daher z. B. ^ mm als gestattete Abweichung angesehen wird^ 
so folgt d — d' = 8 m als erlaubter Unterschied der Ent- 
fernungen. Da bald d, bald d' größer sein wird, so wird 
dieser Fehler im allgemeinen wechselndes Vorzeichen haben, 
also zufälliger Art sei. 

In besonderen Fällen liegt aber doch hierbei die Gefahr 
nahe, einseitige Fehler zu begehen. Wenn z. B. auf gene%- 
tem Gelände nivelliert wird, wo viele Instrumentaufstellungen 
auf kurzen Strecken nötig werden, könnte man versucht sein, 
um schneller vorwärts zu koiomen, z. B. die eine Latte 
immer in größerer Entfernung in JB' statt in B aufzustellen, 
damit in B' die volle Lattenlänge ausgenützt werden 
kann. Sei h die Höhe des Instrumentes, seine Ent- 
fernung von der Latte in J., deren unteres Ende 

angezielt würde , d, 
von der Latte in J?' 
d + 3, i die Neigung 
des Geländes, so ist 
genähert h = idf also 




2d! = 



2h 



Fig. 48. 



"i' Ist nun die Latten- 
länge L > 2 Ä und 
kann die Latte in B' noch in der Höhe L abgelesen werden, 
so ist 



L = %{2d+d)y also d = 



L-2id L-2h 



% 



Da L>2Ä ist, so wird der Fehler daher mit dem- 
selben Vorzeichen auftreten, also einseitig wirken. 

3. Ähnlich wie die Krümmung der Erde, beeinflußt die 
Lichtbrechung in der Luft die Nivellements, jedoch läßt 
sich dieser Einfluß nicht sicher berechnen (Fig. 49). 

Sei J.C7 die Zielachse des Femrohres, LC die Latte, 
so sieht das Auge in A bei horizontaler Zielrichtung nicht 
den Punkt (7, sondern infolge der Lichtbrechung den 
Punkt By der um iy von C abweicht. Der Lichtweg AB 
wird gewöhnlich als Kreisbogen angenoiomen, dessen Eadius 
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zum unterschiede vom Erdradios 'M mit M' bezeichnet werde. 
Man kann auch hier mit genügender Annähenmg 

setzen^ wenn AC^D iat. Sind y und y' die den Bogen 
AL und AB entsprechenden Zentriwinkel am Erdmittel- 
punkteO bzw. amMittelpunkteO^desKreises mit dem Radius B'y 
so ist sowohl D = y' 'It' als D = y • U, woraus 

B 



k = X 




folgt. 



y 



B 



Man erhalt hiermit 
''"725 = * 



2U ■ 



Fär h hat man die Formel aufgestellt: 

worin 

B der Barometerstand in Millimetern^ 
(X der Ausdehnungskoeffizient der Luft, 
t die Temperatur derselben in Zentigraden, 

die Abnahme der Temperatur für eine 



n== 



dA 



Fig. 49. 



Höhenzunahme von 1 m, 

K die barometrische Konstante, 

mod der logarithmiBche Module 

X die Refraktionskonstante ist. 

Mit den Zahlenwerten 
X = 0,00 029 269 , a = 0,003 665 (rund ■^) , 
-B = 6 370 000 m , jST = 18 464 (für Mitteleuropa), 
mod = 0,43 429 
erhalt man 

Jfc = 0,2325 ^ ^ 



1^+273"/ 
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Für n < ^ggg ist h positiv, für w = ^939 '^^ * = 0, 

für n > ist h negativ. In der Nahe des Erdbodens, 

WO die Temperatur sich rasch mit der Höhe ändert, haben 
hiemach B und B' verschiedene Vorzeichen, die Lichtkurve 
wird gegen die Erde konvex, gegen den Himmel konkav. 

Im allgemeinen ist die Strahlenbrechung ohne merk- 
baren Einfluß auf ein Nivellement, bei dem aus der Mitte 
nivelliert wird. Denn dann wird ebenso, wie bei der Erd- 
krümmung gezeigt wurde, ihr Einfluß eliminiert, insoweit 
die Strahlenbrechung in beiden Richtungen dieselbe ist. Dies 
wird in besonderen Fällen allerdings nicht zutreffen, z. B. 
bei einem Nivellement in ansteigendem Gelände kann die 
eine Zielung nahe über dem Erdboden hingehen, die andere 
sich vielleicht 3 m über ihm befinden. 

4. Es kann noch die Frage aufgeworfen werden, ob die 
gemachte Voraussetzung, daß die Erde kugelförmig sei, be- 
züglich der Elimination des Fehlers der Erdkrümmuug auch 
bei langen Nivellementslinien genügt Wenn die Erde, wie 
§ 16 erwähnt, die Gestalt eines Umdrehungsellipsoids hat, 
so würde zwar bei einem in ost-westlicher Sichtung ge- 
führten Nivellement die Gleichheit der kleinen Größen A 
beim Vorblick und Eückblick vorhanden sein, dagegen nicht 
in einer anderen Richtung. Wenn nun auch ihr Unterschied, 
die sogenannte Depressionsdifferenz, für die einzelne 
Aufstellung (Station) nicht in Betracht kommen kann, so 
erscheint doch für lange Linien die Summierung der kleinen 
Unterschiede zu einem merklichen Betrage möglich. 

Nehmen wir daher ein Nivellement in der Richtung des 

Meridians an, wo die Krümmungsänderung des Ellipsoids 

am größten ist, z. B. vom Äquator nach Nord oder Süd 

fortschreitend. Beim Rückblick wird man auf irgend einem 

d^ d^ 

Standpunkte die Korrektion A' ^ ^-^^ , beim Vorblick J" = ^r^^r 

erhalten, wenn man unter B' und B" die für die Mitte 

zwischen Standpunkt und Lattenort geltenden Ejrümmungs- 

radien der Meridianellipse in beiden Fällen versteht. Setzt 

d^ d^ 
man in J' — A" = ^-=7 — ^^^ statt dieser mittleren Krüm- 

a Jet ZJtt 
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mungsradien die für die Lattenstandpunkte geltenden B^ 
und JBi, so erhält man einen größeren Wert J'— J", weil 
die Lattenstandorte weiter auseinander liegen, also die Krüm- 
mungsradien mehr voneinander abweichen. Seien daher die 
den verschiedenen Lattenaufstellungen entsprechenden Krüm- 
mungsradien der Meridianellipse Üq 22^ . . . 12^ , so erhielte 
man folgende Werte^ die größer sind als die Depressions- 
differenzen: 

d« d« 

2 M^ 2 x^ 



d« d» 



2jLtn_i 2xln 

Die Summe aller dieser Werte, dieselbe Zielweite d 
vorausgesetzt^ ist aber 

d^ d^ 

2üo 2jRh 

Würde ein Nivellement vom Äquator bis zum Pol aus- 
geführty so daß 

logJBo = 6,80174 für den Äquator \ . ^^ , , 

^ - , x^ , ? in Metern aus&^edrückt 

log-ft, = 6,80610 für den Pol J ^ 

einzusetzen wäre (in JR^ nach § 16 ist einmal q) = 0^, dann 
(p = 90® zu setzen), so würde für d = 100 m nur ein Betrag 
von 0,008 nun entstehen. Der wirkliche Fehler wäre noch 
kleiner, also selbst bei einem so ausgedehnten Nivellement 
zu vernachlässigen. 

§ 34. Definition der Meeresliölien. 

Bei Feinnivellements von großer Ausdehnung, die sich 
in Schleifen schließen, zeigt sich besonders bei Überwindung 
bedeutenderer Niveauunterschiede ein Schlußfehler, der nur 
teUweise den Messnngsfehlem entapringt Bei einer genaueren 
Definition der Meereshöhen als bisher erhalten die Höhen 
noch Ueine Verbesserungen, die in der Tat eine Yerringe- 
rong dieser Schlußfehler herbeiführen. 
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Wenn von der Meeresfläche gesprochen wird und diese 
als die Figur der Erde angesehen wird^ so ist dabei von 
den Störungen des statischen Gleichgewichts des Meeres ab- 
gesehen. Vielmehr vnrd diejenige Fläche als mathematische 
Figur der Erde angesehen, welche in jedem ihrer Punkte 
senkrecht zur Eichtung der Schwerkraft, d. L der Lotrich- 
tung, ist, d. h. eine Niveaufläche oder Fläche konstanten 
Potentials (vgl. S. S. XXXVIII, § 13). Da eine Niveaufläche, 
die mit der mittleren Fläche der Meere möglichst genau zu- 
sammenfallt, besonders wegen der Schwierigkeit, die Mittel- 
wasser der verschiedenen Meere miteinander zu vergleichen, 
nicht ausgewählt werden kann, so bleibt noch eine innerhalb 
enger Grenzen freie Wahl eines NuUpunktes, durch den diese 
als Nullfläche für die Höhen dienende Niveaufläche gelegt 
wird. In Deutschland wird als Ausgangspunkt für alle Höhen 
der Normahiullpunkt (N. N.) betrachtet, der nahezu mit dem 
Nullpunkt des Amsterdamer Pegels zusammenfällt und genau 
37 m unterhalb des Normalhöhenpunktes an der Sternwarte 
zu Berlin liegend angenommen ist. Wenn daher Höhen über 
N. N. angegeben sind, so sind darunter die Höhen über der 
durch N. N. gelegten Niveaufläche zu verstehen. 

Bisher wurde die Voraussetzung gemacht, daß die Höhen 
auf den Normalen der Kugel oder des EUipsoids gemessen 
werden, je nachdem die Meeresfläche als Kugel oder Ellip- 
soidfläche angesehen wurde: Annahmen, die nur einer ge- 
ringeren oder größeren Annäherung an die mathematische 
Figur entsprechen. 

Nach dieser Definition der Höhen würden alle Punkte 
einer Parallelfläche zur Meeresfläche gleiche Höhe haben. 
Da aber die Lotlinien oder Kraftlinien (S. S. XXJLWJU, 
§ 14) krumme Linien sind, so ist die Richtung der Schwer- 
kraft, wenn man in einer Normalen der Meeresfläche auf- 
steigt, veränderUch, sie ist von der Höhe abhängig. Dem- 
nach fallt die Richtung der Schwerkraft oder die Lotrich- 
tung in einem Punkte der Parallelfläche nicht mit der 
Flächennormalen in diesem Punkte zusanunen. Li der Lot- 
richtung werden aber das Instrument und die Latten auf- 
gestellt, daher wird beim Fortschreiten in einer Parallelfläche 
zur Meeresfläche sidi nicht dieselbe Höhe an der Latte er- 
geben, sondern ein Niveauunterschied. 

Schreitet man dagegen von Punkt zu Punkt so fort, 
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daß der in der Lotrichtimg gemessene Hohennnterschied null 
bleibt; so bilden die ZielUnien die Tangenten einer Niveau- 
flache, die soeben als eine samtliche Lotrichtungen senkrecht 
durchschneidende Flache definiert wurde. 

Bezeichnet man aber mit g die Schwerkraft^ mit h den 
Abstand zwischen zwei benachbarten Niveauflächen, so wird 
in der Potentialtheorie gezeigt, daß 

g*h = constans 

ist (nämlich gleich dem Unterschied der Potentiale beider 
Flachen). 

Nun ist g beim Fortschreiten innerhalb einer Niveau- 
flache veränderlich, einesteils unregelmäßig, sodann aber in 
Abhängigkeit von der geographischen Breite. Nach der 
Formel von Helmert ist an der Meeresfläche: 

g = 9,7803 m (1 + 0,005 302 sin« 9) - 0,000007 sin« 2 9?) 

der Ausdruck für die Abhängigkeit der Schwerkraft von der 
geographischen Breite 99. 

Daher ist auch der Abstand zweier Niveauflächen eines- 
teils unregelmäßig, andernteils 
mit der Breite veränderlich. 

Will man also den Höhen- 
unterschied zwischen zweiPunk- 
ten A und B bestimmen, und 
sind Wi und W^ die durch 
dieselben gelegten Niveau- 
p. gQ flächen, die im Punkte A den 

Abstand J. a = A^ , im Punkte JB 
den Abstand Bh = h^ haben mögen, so verhalten sich 
\ und ^2 °^^ ^^^ Gesagten umgekehrt wie ^^ in ^ 
und g^ m hf wenn wir z. B. W^ als Meeresfläche an- 
nehmen. 

Nivelliert man von A nach &, so erhält man die Ni- 
veaudifierenz null, weil man in derselben Niveaufläche W^ 
fortschreitet, und fügt man den Abstand h^ hinzu, so 
erhält man als Höhenunterschied zwischen A und B den 
Wert Äg. 

Mißt man dagegen, von A ausgehend, zunächst den 
senkrechten Abstand h^ des Punktes a und nivelliert sodann 
von a nach JB, wobei sich wiederum die Niveaudifferenz 
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null ergibt, so erhält man h^ als Höhenunterschied der 
Punkte A und B. 

Das Ergebnis ist also vom Wege abhängig. 

§ 35. Orihometris^lie Höhen. 

Um diesen Verhältnissen Rechnung zu tragen^ wendet 
man zwei verschiedene Verfahren an. 

Das erste behält die gewöhnliche Definition der Höhen 
bei und verbessert diese durch Anbringung der ortho- 
metrischen oder sphäroidischen Korrektion. 

Wie aus letzterer Bezeichnung hervorgeht^ zieht man 
nur die von der Breite abhängige Veränderung der Schwere 
in Betracht; um auch die unregelmäßige berücksichtigen zu 
können^ würde die Messung der Schwere längs der Nivelle- 
mentslinie nötig sein. 

Wir setzen allgemein statt der obigen Formel (S. 126) und 
mit Vernachlässigung des letzten Gliedes 

so daß ^0 die Schwerkraft am Äquator (q) = 0) iax Meeres- 
niveau bedeutet, oder auch, wenn sin* 99 = — — ein- 
geführt wird, ^ 

9 = 90^' + ^)- |-.%<50829) • 
Hiemach ist in der Breite 99 = 45^ 



9l6 



= flTo (1 + l^j , also g = 5^45 (1 - ßQOs2(p) , 



wenn ß^^.^ ist 
2 g^ 

Aus g'h = const. folgt nun 

gdh + hdg = . 
Setzt man dg = 2ßg^^Bia2q)dq) ein, so folgt 

-.=- = = — T-^— 5 — ^^W-^ = — 2/ff8m2a?da?— Ä2sm4a?da>. 

h g l — ßQOB2q) ^ y y r y y 

Diese Formel für die Höhenkorrektion dh gilt zunächst 
nur für benachbarte Niveauflächen, deren Abstand h klein 
ist. Sie kann aber mit genügender Genauigkeit auch auf 
die Meereshöhen H angewendet werden, weil die Änderung 



128 Kapitel YII. Nivellement. 

der Schwerkraft mit der Höhe gering ist (vgl. den Schluß 
von § 36). 

Für ein Nivellement zwischen zwei Punkten (1) und (2) 
in den Breiten (p^ und q)^ erhält man mit Vernachlässigung 
des Gliedes mit ß^ als Korrektion 

Ki.^ = — 2 ßJHAn2 tp d<p , 

Vi 

wofür genügend genau 

Ki.2 = —2ßHmS\n2(pm^(p 

geschrieben werden kann, wenn JSTm die mittlere Höhe, q)m 
das Mittel der Breiten der beiden Stationen und Aq> ihren 
Breitenunterschied bezeichnet 

Führt man den mittleren Krmnmungsradius It in der 
Richtung des Meridians (s. § 16) für das Nivellementsgebiet 
ein und setzt: . 

worin A<p in Sekunden ausgedrückt ist, so erhalt man die 
von der Preußischen Landesaufnahme gegebene Formel: 

5,31 . ^ rx,, rx,^ 



^- B 


-BJLU^ %p JJLX 


U. — ' fAJJLJIL . 


K erhalt man in Millimetern, wenn B in Ejlometem, H in 
Metern, M in Kilometern eingesetzt wird. Für ju berechnet 
man eine Tabelle, z. B. für £e Breiten von 46" bis 56** ist: 


<P 
46« ( 


0,000831 


log^ 
6,920-10 


47 


830 


919 


48 


827 


918 


49 


824 


916 


50 


819 


913 


51 


814 


911 


52 


807 


907 


53 


800 


903 


54 


791 


898 


55 


782 


893 


56 


771 


887 
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Am Pol und am Äquator {<p = 90^ und q> = 0^) ißt die 
orthometrische Korrektion null, unter 45^ Breite erreicht sie 
ihren größten Wert. Das Vorzeichen ist negativ, wenn Aq> 
positiv ist, also wenn man auf der Nordhalbkugel nach 
Norden geht. 

An Stelle der Tabelle kann auch eine graphische Dar- 
stellung treten (Fig. 51): 

Als Abszissen nimmt man x= +ß cos 2 9, als Ordinaten 
y = H für die Punkte des Nivellements an, so daß man 
eine Art Meridianprofil des Nivellementszuges erhalt 

Das von der durch 
die Punkte (rc, y) be- 
schriebenen Kurve, den 
Ordinaten der End- 
punkte und der Abszis- 
senachse eingeschlos- 
sene Flächenstück 
ÄJBba zerlegt man 
durch Ordinaten in 
Flächenelemente, so hat 
jedes derselben den 
Flacheninhalt: 

dS= —H'2ßsin2<pd(p 

Die ganze Fläche 
gibt die Korrektion 
des Nivellements zwischen beiden Endpunkten. 

Kehrt ein Nivellement an denselben Ausgangspunkt 
zurück, so daß eine Schleife entsteht, so erhält man auch 
in dieser Darstellung eine geschlossene Kurve, welche die 
Fläche jP' einschließen möge (Fig. 52). Sind Aa und Bb die bei- 
den Endordinaten, und ist die Eichtung des Nivellements durch 
die Pfeile bezeichnet, so gibt die Fläche F für den Hinweg 
von A nach B, die Fläche F -\- F' für den Rückweg die 
Summe der Korrektionen. Wegen des verschiedenen Vor- 
zeichens von X in beiden Fällen wird +JP— (JP'+jP)=— JP', 
d. h. die schraffierte Fläche, die Korrektion für das von einem 
Punkte der Schleife bis zu diesem Punkte zurückgeführte 
Nivellement oder kurz, den Schlußfehler der Schleife 
geben, den man also durch Ausmessung der Fläche z. B. mit 
einem Planimeter erhält. 

Galle, Geodäsie. 9 




Fig. 61. 
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Der Vorteil der orthometrischen Korrektion^ welche 
die Preoßische LandeBaofnahme anwendet, besteht darin^ daß 



y 




>x 



Fig. 62. 



die Korrektionen, die klein und von regelmäßigem Verlaufe 
sind, zam Schlosse an die auf gewöhnliche Weise berech- 
neten Hohen angebracht werden können. 



§ 36. Dynamische Hohen. 

Außer der orthometrischen Theorie hat man noch 
das Prinzip der Arbeitshöhen aufgestellt. Hierbei gibt 
man die gewöhnliche Anschauung der geometrischen Höhen 
auf und betrachtet zwei Punkte als in gleicher Höhe 
liegend, wenn die Arbeit eine bestimmte Masse vom 
Meeresniveau in diese Höhe zu bringen ^ für beide Punkte 
dieselbe ist. Der Arbeitsaufwand^ um eine Masse von einer 
Niveaufläche nach einer anderen zu bringen ^ ist unabhängig 
von dem Wege, auf dem der Transport geschieht (S. 8. 
XXX Vm, § 13). Dies ist offenbar auch der Gesichtspunkt, 
auf den es z. B. bei einem Eisenbahnnivellement ankommt. 
Es ist hierbei nicht so sehr von Bedeutung, zu wissen, wie viel 
der Endpunkt einer Bahnstrecke höher über dem Landeshori- 
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zont als der Anfangspunkt Kegt, sondern festzusteUen, welche 
Arbeit nötig ist, um das Zugmaterial mit den gegebenen 
Betriebsmitteln usw. die Höhendifferenz überwinden zu 
lassen. 

Als Arbeitseinheit wird das Kilogrammeter betrachtet, 
d. h. diejenige Arbeit, welche imstande ist, 1 Kubikdezimeter 
destilliertes Wasser von 4® C unter 45^ geographischer 
Breite im Meeresniveau um 1 Meter zu heben (im tech- 
nischen Maßsystem). 

Da die Arbeit als das Produkt der Kraft in den Weg 
in der Bichtung des letzteren definiert ist (S, S. XXXVIII, 
§ 1), so erhält man im Falle der Schwerkraft g für die 
Masse m und die senkrechte Erhebung dH 

A = m^g-dH . 

Für die Arbeitseinheit A=^l i&t dH = 1 m , g = g^ , 
daher ist der Ausdruck für die Masseneinheit 



mn = 



gib 

Die Arbeitshöhe oder der dynamische Höhenunterschied 
zwischen zwei Punkten A und B wird nun durch die Arbeit 
ausgedrückt, welche erforderlich ist, um die Masseneinheit 
von der Niveaufläche des Punktes A nach der Niveaufläche 
des Punktes B zu bewegen: 

B B 



fmogdH==f^dH. 



h = 
Hierfür kann man auch schreiben 

B A 

9 



J 9i& J 9i& 





dH, 



indem^dann die beiden Integrale die Arbeit darstellen, welche 
beim Übergang von der Meeresfläche (Nullfläche) zur Niveau- 
fläche jedes der beiden Punkte geleistet wird. 

Der Höhenunterschied ist also der Differenz der ab- 
soluten Arbeitshöhen gleich. 
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Für die Praxis setzt man 

9 1 , . 9—946 

945 94h 

ist also die relative Schwereandenmg. 
Dann vnrd der Niveauunterschied 

B B 



h^jdH+jydH. 



Das erste Integral ist aber die direkt durch das Ni- 
vellement erhaltene Höhendifferenz oder der rohe Höhen- 
unterschied^ mithin ist 

B 

Jc^jydH 

A 

die dynamische Höhenkorrektion. 

Der Anwendung dieser Korrektion stand bisher der 
Mangel der Kenntnis von g bzw. y im Wege. Ist g bzw. y 
an den verschiedenen Stellen der Nivellementslinie ge- 
messen^ so läßt sich auf einfache Weise die Korrektion k 
berechnen, worin der Vorteil der dynamischen Höhen- 
korrektion liegt. Man kann sich z. B. eines graphischen 
Verfahrens bedienen, bei dem die Werte y als Abszissen 
und die zugehörigen Höhen H der Nivellementspunkte als 
Ordinaten eingetragen werden. Der von der entstehenden 
Kurve und der Ordinatenachse zwischen den Endabszissen 
begrenzte Flächeninhalt gibt die Summe der Korrektionen 
zwischen den Endpunkten Ä und B der Linie, ähnlich wie 
im folgenden. 

Kennt man nicht an genügend zahlreichen Punkten 
des Nivellementsweges die Größe y, so muß man sich 
wiederum mit der allgemeinen Formel begnügen, die mit 
Berücksichtigung des von der Höhe H abhängigen Gliedes 
in die Form gebracht werden kann (vgl. S. 127): 

g^g^{l—ß Q0%2(p — eS) , 
aus der 

y = —ß C0Q2q) — eH 
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folgt. Daher wird die dynamische Höhenkorrektion 



B B 



Tc = ^ßjoo&2(p dH" eJHdH. 



Der erste Teil^ die Breitenkorrektion^ läßt sich wiederom 
graphisch als eine Art Projektion auf die Meridianebene 
ansehen. 

Trägt man —/S cos 2 99 als Abszissen^ JET als Ordinaten 
auf, so erhält man in diesem Falle für ein von zwei um 
dJS abstehenden Parallelen zur Abszissenachse ^ der Kurve 
und der Ordinatenachse begrenztes Flächenstück ^ßcos2(pdH 
und durch Integration von Ha bis Hb die Fläche begrenzt 
von der Kurve, der Ordinatenachse und den Abszissen des 
Anfangs- und Endpunktes. 

Für eine geschlossene Kurve ist wiederum die von ihr 
eingeschlossene Fläche der Schlußfehler der Nivellements- 
schleife. Man erhalt also den Satz: 

Der dynamische Breitenschlußfehler einer 
Schleife ist dem orthometrischen Schlußfehler der- 
selben Schleife gleich. 

Das zweite Glied der Korrektion Je kann man ohne 
weiteres integrieren: 



Für ein geschlossenes Polygon wird dieser TeU der 
Korrektion null^ also ist überhaupt der dynamische 
Schlußfehler einer Schleife gleich dem orthometri- 
schen Schlußfehler derselben Schleife. 

Die Berechnung von — ~ (JOTJ — JJJ) kann man sich 

durch einen Maßstab erleichtern^ bei dem man für die Werte H 

die zugehörigen — H^ aufträgt. Hieraus entninunt man für 

die Höhen Ha und Hß der Endpunkte der Nivellements- 
strecke die betreffenden Werte der Korrektion. 

Die Änderung der Schwerkraft mit der Höhe wird man 
im aUgemeinen so annehmen müssen^ als wenn die Erhebung 
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in freier Luft stattfände. Dann verhält sich nach dem 
Gravitationsgesetz 



gl {B + Hy B ' 

wo B die Entfernung vom Erdmittelpunkte oder genügend 
genau der mittlere Erdradius ist und gl die Schwerkraft 
im Meeresniveau für q> — 45^ bedeutet Hiernach ist also 

_ 2 ^ 1 

^~~B 3190000 
zu setzen. 



§ 37. Aasglelchnng der NiTeUements. 

I. Ein Nivellement setzt sich aus einer großen Anzahl 
von Einzelmessungen zusammen^ bei denen die Zielweiten s 
sein mögen. Jede der Zielungen möge mit einem Fehler 
±m behaftet sein. Der mittlere Fehler des Höhenunter- 
schiedes setzt sich aus der Summe der Zielfehler (bei 

IS 

-^ Aufstellungen) nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz zu- 
sammen 

Da die Lange der Nivellementslinie L = 0S ist^ so ergibt 
sich auch 



Jf = w 



]/?• 



Wenn die ganze Linie mit ein und demselben Listru- 
mente gemessen ist und auch die übrigen Umstände , die 
Messungsart usw. dieselben sind, wird <&r Zielfehler m bei 
der einfachsten Annahme der Zielweite proportional gesetzt 
werden können, also 

-{-m = ks , 
so daß 

wird. Dann wächst der Fehler , wenn die Zielweite s kon- 
stant ist; wie dies z. B. bei den Nivellements der Preußi- 
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sehen Landesaufnahme nahezu der Fall ist, proportional der 
Quadratwurzel der Lange der Nivellementslinie. 

Da sich die Gewichte umgekehrt proportional den 
Quadraten der mittleren Fehler verhalten^ so folgt aus diesem 
Satz, daß bei gleichen Zielweiten den Nivellementseigeb- 
nissen verschiedener^ aber auf gleiche Art nivellierter Linien, 
Gewichte umgekehrt proportional den Langen der Linien 
zuerteilt werden müssen. 

Yei^leicht man dagegen Linien von derselben Lange L , 
die in derselben Weise ^ aber mit verschiedenen Zielweiten^ 
gemessen sind, untereinander, so sind ihre Fehler proportional 
der Quadratwurzel der Zielweite. Daraus geht hervor, daß 
es vorteilhaft ist, die Zielweiten kurz zu wählen, indem da- 
durch die Ablesungsfehler geringer werden. 

IL Wird eine Strecke, wie dies in der Begel geschieht, 
einmal vorwärts, ein zweites Mal rückwärts nivelliert^ so sei 
bei der Hinmessung der Höhenunterschied h , bei der Bück- 
messung h' und der Unterschied h' — h = A erhalten worden. 

Sind beide Streckenmessungen von gleichem Gewicht, 
so sind die Besultate 

x = h + Vi und a? = Ä' + t?2 = Ä + J + «^a > 

welche durch die Yerbesserungen v^ und v^ in Übereinstim- 
mung gebracht werden, die so zu bestimmen sind, daß t^i + ^1 
ein Minimum wird. Da in diesem einfachen Falle v^+v^^^O 
sich ergibt, so ist das Resultat der Ausgleichung das arith- 
metische Mittel beider Messungen 

und 

A _ A 

2' *'«--2"* 
Der mittlere Fehler einer Measong ist 

A_ 

y2' 

der mittlere Fehler des ausgeglichenen Höhenunterschiedes x 

__ w A 

1)°71=2"- 



Vi = + -K- > »» ■= 



l/ [vv] 



l/ l»»] 
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HL Haben sich nun för n gleich lang angenommene 
NiveUementsstrecken die Unterschiede J^, A^, Js^ * '^n bei 
der Hin- und Bückmessanc: ersceben. die als wahre Fehler 
ZD betrachten sind, insoW die Diff^nz streng noU geben 
sollte^ so kann man einen mittleren Wert D dieses Unter- 
schiedes berechnen 



7)2=. ^? + ^i + .>.+^S 



oder 
n 



.-]/&, 



wobei der Nenner n der Auffassung von A als wahren Fehlem 
entspricht 

Setzt man diesen Mittelwert D statt A ein, so wird der 
mittlere Fehler einer Messung: 



f2 r 2n 

und der mittlere Fehler des Mittels aus Hin- und Bfiok- 
messung: 



Tita 



" 2 [^ n • 



Laßt man die Voraussetzung gleich langer Strecken s 
fallen, so mögen sich folgende Differenzen bei der Hin- und 
Bückmessung der einzelnen Strecken gezeigt haben: 

Streckenlangen Differenzen 

«1 Äi - Äi = Ji 

^2 Ä2 — Äa = ^2 

53 Äs — Ab = J3 



Ä« — Ä' = J« . 



Nimmt man an^ daß diese Fehler der Quadratwurzel der 
Streckenlänge proportional wachsen (nach I.)^ so erhält man 
für die Streckeneinheit die wahren Fehler 

A^ Ja ^8 ^n 



«1 y^ /% * " y«> 
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Ans diesen kann man in ähnlicher Weise wie oben 
einen Mittelwert bilden 




Demnach wird der mittlere Fehler einer Nivelliening der 
Streckeneinheit 



"^^^^l/^l 



JA 

s . 



und der mittlere Fehler des Ergebnisses des Hin- und Her- 
nivellements der Einheitsstrecke: 



m 



'X 



if2 2y n[ s \' 



Die Erfahrung hat gezeigt^ daß trotz aller Vorsichts- 
maßregeln die J oft einseitige Vorzeichen haben; dies deutet 
auf solche regelmäßige^ zum Teil unbekannte Fehler hin^ die 
sich beim Vorwärts- und Rückwärtsnivellieren nicht aufheben. 

IV. Die Notwendigkeit einer 
Ausgleichung tritt außer in dem 
unter ü. auj^führten Falle auf^ 
wenn ein Nivellementszug sich an 
zwei fest gegebene Endpunkte an- 
schließt. 

Es seien A und B die beiden 
Festpunkte^ P ein Punkt des Zuges^ 
der von A aus durch die Nivelle- 
mentslänge l, von B aus durch die 

Nivellementslänge V erreicht wird^ während L die Länj 
des ganzen Zuges von ^ bis J? seL Je nachdem die Höhe 
von P von A aus über AP oder von B aus über BP ge- 
messen wird^ ergibt sich infolge der Beobachtungsfehler ein 
anderes Resultat^ nämlich h und h + w. 

Die Gewichte dieser beiden Werte sind den Quadraten 
der mittleren Fehler umgekehrt proportional^ und da diese 
proportional der Quadratwurzel der Nivellementslänge wachsen^ 
so ist 




Fig. 68. 
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für Strecke AP Pi = -j- , 

V 

V V i>-t Pi = Ji t 

mithin erhält man als Hohe H von P das Mittel mit Rück- 
sicht auf die Gewichte: 

d. h. der Widerspruch w beider Messungen muB propor- 
tional den Längen l und V auf beide Resultate verteilt 
werden. 

Der mittlere Fehler der Streckeneinheit wird 



-l/4-fV)'-4-TF)"- 



tu = 



und der mittlere Fehler des Endwertes 

^ ^ ITT7 

ypi +Pi L 

Ein spezieller Fall ist der, daß Ä und B zusammen- 
fallen^ daß also der Nivellementszug eine Schleife bildet. 
Dann gelten dieselben Herleitungen, und w bedeutet den 
SchluBfehler der Schleife^ l und V sind die Entfernungen 
von dem Punkte^ in welchem der Nivellementszug sich 
schließt. 

Als Schleife kann man offenbar auch eine vorwärts und 
rückwärts nivellierte Strecke von der Länge l ansehen. Geht 
man von A aus nach B und wieder nach Ä zurück^ so ist 

für den Punkt B: ? = Z' = — , also erhält der Höhenunter- 

schied des Punktes B vom Punkte A aus den mittleren 

Fehler — . Der Schlußfehler bei Hin- und Hermessung war 

oben mit J (S. 135) statt mit w bezeichnet worden^ also 
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stimmt der mittlere Fehler mit m« = —- überein. wodurch 

2 

das obige Ergebnis auf anderem Wege bestätigt ist. 

V. Ein Nivellementsnetz setzt sich aus einer Anzahl 
von Schleifen zusammen; die Ausgleichung eines solchen 
kann nach bedingten Beobachtungen erfolgen. 

Betrachten wir eine einzelne Schleife^ z. B. die sche- 
matisch durch das Dreieck ABC dargestellte (die Verbin- 
dungen sind in der Begel nicht geradlinig)^ und setzen wir 
die Höhendifferenzen 

Sb — H/i = hl 
Ho — Hb =» Äg 

so sollte h^ + h^ —h^ = sein, 
infolge der Beobachtungsfehler er- 
gibt sich aber ein Widerspruch w, 
so daß 



*i + Äss - Ä8 



w 




ist. Es müssen daher Verbesserungen v^, v^yV^ an die ge- 
messenen Höhenunterschiede angebracht werden, damit 



also 
wird. 



(Äl + t^l) + (»2 + t^2) - (A3 + ^8 ) = , 

v\ + Vi — v^ + w = 



Setzt sich nun das Netz aus mehreren , z. B. vier, 
Schleifen zusanunen, so ergibt sich in Fig. 55 mit Berück- 
sichtigung der durch die PfeUe angedeuteten Richtung, in 
welcher die Höhen wachsen, für jede Schleife eine ähnliche 
Gleichung, also für die Figur, wenn die eingeschriebenen w 
die Widersprüche der betreffenden Schleifen bezeichnen, die 
folgenden: 



I 


^l + »« — «8 +Wi=0, 


n 


^8 + »4 — »6 — »5 + Wj = , 


m 


»6 + »8 — »9 — «, 4- Wg — , 


IV 


»10 + «11 — «ij — »8 + W« — , 
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die auch in folgender Koeffiziententabelle geordnet geschrieben 
werden können: 



I 

n 
m 
rv 





Vi Vt »8 V4 »j »6 Vj »8 »8 »10 t>ii »ij 


W 


a 


+ 1+1-1 


+Wl 


b 


+ 1 +1 -1 -1 


+W3 


c 


+ 1-1+1-1 


+WJ 


d 


-1 +1+1-1 


+«»4 




Fig. 

Vi 



Bei der Ausgleichung nach 
der Methode der kleinsten Qua- 
drate muß der Bedingung 

[pvv] = Minimum 

genügt und müssen die Glei- 
chungen I bis IV streng erfüllt 
werden. 

Bezeichnet man allgemein 
die Koeffizienten von I mit a^ 
von II mit b, von HI mit c, 
von lY mit d, so erhält man 



ai 



Pi Pi Pi Pi 



wenn die Korrelaten \}Tc^,h^j\ (die häufig auch durch 
I, n, in, rV" bezeichnet werden) aus den Normalgleichungen 






+ 



+ 



+ 



ah 
Li) J 

hh 
Lp J 

hc 



*.+ 



*,+ 



ad 



*i + 



Li>J 
■ P . 



*2 + 



*,+ 



ac 

p \ 
bc 
ip 1 
cc 



*8 + 



*8 + 



Ipl 

cd 

P . 



*8 + 



*8 + 



ad 

p\ 
bd 

Li» J 
cd 

Li) J 

dd 

p i 



k^ + tOi = , 
*4 + Wj — , 
*4 + «'s = , 

*4 + «'4 = 



berechnet werden. Die Gewichte werden wieder^ wie oben, 
ftir jeden Höhenunterschied ht oder auch ffir jedes v,- in der 
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Form pi = — angesetzt werden können, nämlich umgekehrt 

proportion/den Sl^enlängeu. 

Wären r (=» 4) voneinander unabhängige Schleifen vor- 
handen , d. h. solche^ die keine gemeinsamen Nivellements- 
strecken haben, so würde der mittlere Fehler einer Nivellierung 
vom Gewicht 1 bei einer Schleife nach dem Obigen (S. 138) 

w 
m = -j= sein 9 wenn L die Schleifenlänge ist, also der 

mittlere Fehler für r Schleifen und für die Längeneinheit 
nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz 



w' = 




ww 
r 



Im vorliegenden Falle ist aber mit Bücksicht auf den 
Zusanmienhang der Schleifen der mittlere Fehler der Ge- 
wichtseinheit 



^''= i/lp^ 



] 



Nach den Festsetzungen der Konferenzen der Euro- 
päischen Gradmessung in den Jahren 1864 und 1867 wird 
ein Nivellement als gut betrachtet, wenn sein mittlerer 
Fehler für die Längeneinheit 
von 1km ±3 mm, als brauch- -^ 

bar, wenn er 5 nmi beträgt 

VI. Oft ist es beque- 
mer, ein Nivellement nach 
vermittelnden Beobachtun- 
gen auszugleichen. 

Betrachtet man in ne- 
benstehender schematischer 
Figur, bei der sechs Höhen- 
unterschiede gemessen sind, 
zwischen denen wegen des 
Vorhandenseins von drei Schleifen drei Bedingungsglei- 
chungen bestehen, 6 — 3 «= 3 Höhenunterschiede als un- 
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abhängig, und führt man demgemäß ihre YerbesBerungen als 
unabhängige Unbekannte ein^ z. B. 



V^:=X^, v^=x^, Vf^==X^ 



Sf 



so kann man die übrigen v^^v^v^ durch diese drei aus- 
drücken; indem 

K + v^ = hi + x^--{\ + Xi), 

*5 + ^5 == *8 + ^S — (*2 + ^2) > 
Ä« + t?6 =- *8 + ^ — (*1 + ^1) 



ist. 



Man erhalt also folgende Fehlergleichungen: 

^2 '^^ '^ 1 



Vs= a?3 , 



t?4 = iCi — iCa + (Äi — Aj — A4) = ^—^ + hf 

^6 = —^2 + ^ + (A3 — Aj — *5) = —X^ +XQ + h> 

Ve = — i»i + Ä^ + (*8 — *i "- Äe) == —^ + ^8 + ^6 > 

worin die in Klammem eingeschlossenen Größen oder l^ l^ l^ 
die beobachteten Werte sind. 

Man stellt in üblicher Weise die drei Normalgleichungen 
für x^x^x^ auf und löst sie nach x^x^x^ auf. Setzt man 
diese dann in v^v^v^ ein^ so erhält man alle Verbesse- 
rungen Vi . . . Vß . 

Die Wahl des Ausgleichungsyerfahrens wird sich im 
allgemeinen darnach richten^ ob man auf die eine oder andere 
Art eine geringere Anzahl von Normalgleichungen aufzulösen 
hat. Bei dem zuletzt genannten Verfahren der vermittelnden 
Beobachtungen sind bei n Höhenunterschieden und r Schleifen 
n — r Normalgleichungen aufzustellen ^ im Falle der Aus- 
gleichung bedingter Beobachtungen aber r Normalgleichungen. 
Man wird daher nach vermittelnden Beobachtungen aus- 
gleichen^ wenn n — r < r oder n < 2 r , d.h. wenn die An- 
zahl der gemessenen Höhenunterschiede höchstens die dop- 
pelte Zahl der Schleifen erreicht. 
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Kapitel Vm. 

Übertragung der Entwürfe ins Gelände. 

§ 38. Absteckung yon Geraden. 

Wenn auf Grund der Aufnahmen im Gelände und mit 
Berücksichtigung der übrigen Verhältnisse^ wie z. B. der 
geologischen Bodenbeschaffenheit und der wirtschaftlichen 
Interessen 9 im Plane ein Entwurf einer Verkehrs- oder 
Wasserstraße^ Eisenbahn u. dgl. hergestellt ist^ tritt als geo^ 
dätische Aufgabe die Übertragung des Grundrisses der 
Leitlinie (Trace) ins Gelände auf. 

Als gegebene Punkte oder Eichtungen werden mit 
Vorteil solche gewählt^ die bereits bei der Aufnahme des 
Geländes verwendet worden sind^ z. B. Brechpunkte eines 
Polygonzuges und von ihnen ausgehende Seitenrichtungen. 
Beim Vorhandensein guter^ auf eia einheitliches Koordinaten- 
system bezogener Karten wird die Übertragung ins Gelände 
vielfach durch diese erleichtert werden^ indem wenigstens 
vorläufige Absteckungen an der Hand der Karten ohne wei- 
teres ausgeführt werden können. 

Der Grundriß einer Leitlinie setzt sich in der Praxis 
aus Geraden und Kreisbogen zusammen, abgesehen von den 
noch zu erwähnenden Übergangskurven (§ 44). 

Die Absteckung von Geraden erfolgt durch Aufstellung 
von Fluchtstäben (Baken) oder Signalen^ deren lotrechte 
Achsen in einer Vertikalebene liegen. 

Eine durch zwei Punkte gegebene Gerade wird durch 
Einrichten verlängert. Jeder neu angestellte Fluchtstab 
muß die vorbeigehenden für den Einrichtenden verdecken. 
Bei einem Abstand von 50 bis 100 m und in ebenem Gelände 
wird diese gegenseitige Deckung mit bloßem Auge bei ge- 
nügender Übung so sicher beurteilt^ daß Linien von 1 km 
Länge durch fortgesetztes Verlängern abgesteckt werden 
können. 

Beim Einweisen eines Punktes zwischen zwei gegebene 
ist ein Gehilfe erforderlich ^ der auf Einwinken vom einen 
Endpunkte aus den Fluchtstab in die Richtung stellt^ so 
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daß er den entfernten Endpunkt verdeckt Die Einschaltung 
entfernterer Punkte geht zweckmäßig stets der näherer voraus. 
Bei großen Enäernungen benützt man den Theodoliten^ 
indessen ist das Einweisen eines Zwischenpunktes wegen der 
Schwierigkeit des Einwinkens^ an dessen Stelle auch licht- 
Signale u. dgL treten^ nicht leicht ausführbar. Ist es ge- 
lungen , einen Punkt C in der Nähe des gesuchten C za 
finden^ so mißt man mit dem Theodoliten den Winkel 
BAC = (K möglichst scharf und berechnet den Abstand 
CG' ^ a von der gegebenen Richtung mit der Entfernung d 

a = öC'd-sinl" . 




^ C B 

Fig. 67. 

Dieselbe Abweichung erhält man auch, wenn man den 
Theodoliten in C aufstellt und den Winkel AG'B^im^ — y 
mißt. Die Dreiecksfiäche AC'B ist: 



woraus 

dd' . , 



a = " 



folgt, wenn d und d' die etwa aus einer Karte entnonmienen 
Entfernungen A C und B C sind und AB = rf + rf' mit 
meist genügender Genauigkeit gesetzt wird. Die kleinen 
Wiakel (x und y sind hierbei in Sekunden auszudrücken. 

Die Verlängerung einer Geraden auf große Entfernungen 
wird, im Falle nur kurze Sichten möglich sind, z. B. in der 
Ebene bei Sonnenschein, beim Durchhau von Wäldern, bei 
Absteckung von Tunneln usw., wie ein gestreckter Polygon- 
zug mit Brechungswinkeln von 180^ behandelt. Im Punkte 2 
wird nach rückwärts visiert, das Femrohr umgelegt und in 
dieser Richtung Punkt 3 abgesteckt, dann in Punkt 3 das 
Fernrohr aufgestellt, hier wieder das Femrohr in eine um 
180^ im Horizont veränderte Richtung gebracht, um Punkt 4 
abzustecken usf. 
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Wegen des Zielachsenfehlers ^ d. h. der Abweichung c 
des Winkels zwischen der ZieUüiie und der wagerechten 
Drehachse MH' des Theodoliten von 90 ^ darf hierbei das 
Femrohr nicht durchgeschlagen werden^ indem die Zielachse 
bei der Drehung des Femrohrs um die Horizontalachse keine 
Yertikalebene^ sondern eine Eegelfläche beschreibt, und daher 
die Eichtungen (2,1) und (2,3) den Winkel 180 <> ± 2c mit- 
einander bilden würden. Man muß vielmehr eines der fol- 
genden drei Verfahren einschlagen: 

1. Die Horizontalachse wird in den Lagern umgelegt 
Hierbei wird nur die Gleichheit der Zapfen und der Lager 
vorausgesetzt. 




2. Man schlagt zweimal durch, indem nach dem ersten 
Durchschlagen das Femrohr mit der Alhidade aus der Rich- 
^xmg (2, 3) in die Richtung (2, 1) um die Yertikalachse zurück- 
gedreht wird, so daß jetzt die Horizontalachse in die 
Richtung hh' kommt. Bei nochmaligem Durchschlagen 
wird das Femrohr in die Richtung (2,30 gelangen. Das 
Mittel aus beiden Richtungen (2,3) und (2,30 ^^^ ^^ 
der gesuchten Rückwärts Verlängerung von (2, 1) zu- 
sammen. 

Denn es ist nach der Figur Winkel 

(321) = (1230 = 180<>±2c, also Winkel (3230 = 4c. 

Galle, Geodäsie. 10 
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Das Mittel der beiden Richtungen (2,3) und (2,30 
schließt mit der Normalen auf HH' den Winkel c ein, fallt 
also in die verlängerte Sichtung (1,2). 

Man steckt beide Richtungen ab und halbiert die Ent- 
fernung beider in gleichem Abstand vom Standpunkt auf- 
gestellten Baken. 

3. Man stellt den zurückliegenden Punkt ein, ändert die 
Kreisablesung um 180® und weist einen vorläufigen Punkt 
danach ein. Dann mißt man in beiden Femrohrlagen und 
mit Ablesung beider Nonien (oder Mikroskope) den Hori- 
zontalwinkel zwischen dem rückwärts und vorwärts liegenden 
Punkte und verbessert danach die Lage des letzteren. Ist 
z. B. Winkel (1, 2, 3) « 180 <> 0' 10" gemessen und beträgt die 

10'' • 206 
Entfernung 206 m, so ist der Punkt um ^^^ c^r.^,, = 0,010 m 
° 206 265" 

in der Richtung zu verschieben, daß der gemessene Winkel 

kleiner wird, also wenn bei einer Linksdrehung (2, 1) durch 

den gemessenen Winkel nach (2,3) übergeführt wird, durch 

Verschiebung nach rechts von 2 aus gesehen. 



§ 39. Absteckung mit Hindemissen. 

Die Aufgabe, eine gerade Linie über Hindemisse hin- 
weg zu verlängern, entspricht der früheren in § 18 bei der 
Messung einer geraden Linie. Es mögen einige einfache 
Losungen hier folgen. 

1. Durch Paiallelabweichen. Man errichtet (Pig. 24) in 
A eine Senkrechte ^C, zu dieser senkrecht OD, zu dieser 
BD senkrecht, macht BD = AC und errichtet in B auf 
BD die Senkrechte BN, AC und BD müssen nicht 
notwendig Senkrechte sein, sie müssen nur parallel und 
gleich sein. Dann muß AC mit MA und CD, BD mit 
CD und BN gleiche Winkel bilden. 

2. Durch ein gleichseitiges Dreieck (Fig. 59). Trägt 
man in B einen Winkel BAc = QO^ an, hi B wiederum 
einen Winkel ABC = 60^ und macht BC^BA, endUch 
aCB=^ 60^, so fällt CN in die Verlängerung von MA und 
man hat eine Winkelanlegung weniger als bei 1. 

3. Durch Dreiecksmessung. Es sei in B (Fig. 59) M 
und A und ein Punkt D jenseits des Hindernisses sichtbar. 
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Man bestimmt Dreieck MBA aas der Lange MA mid den 
Winkeln. Wird der Winkel MBB in B gemessen^ so erhalt 
man durch Rechnung BG aus dem Dreieck MBC, das durch 
MB und die Winkel bei M und B bestimmt ist Winkel 
BCN= 180 — BGM wird im Punkte G kel GB angesetzt, 




-jr 



wodurch die Richtung GN erhalten wird. Während man 
bei den vorhergehenden Aufgaben mit Winkelkreuz oder dgl. 
und Meßband auskam^ ist hierbei ein Theodolit nötig. 



M- 




-JT 



4. Mit dem Winkelinstrument allein (Fig. 60). Man 
mißt folgende Winkel: 

Instrument in A\ Winkel BAM = 135S 

Jlf-äD = 1350; 

Instrument in B: Winkel ABB «45% 

^5(7 = 90% 

B ist so gewählt^ daß die Sicht in Richtung BD frei ist. 

Instrument in B dem Schnittpunkt von BD und AD: 

Wmkel ADG=QO\ 

10* 
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Hierbei wird C als Schnittpunkt der Richtungen JBC 
und DG erhalten: 

Instrument in G: Winkel BCN^ 135 ^ 
und zur Prüfung BGN^ 136o. 

5. Ist BN als Verlängerung von MA gegeben^ so kann 
die Aufgabe vorliegen, Zwischenpunkte P,Qyjß. . . in die ge- 
gebene Richtung einzumessen. 

Diese Aufgabe des Seitwartseinmessens wird dadurch 
gelöst, daß man eine Gerade A'B' als Abszissenaohse wählt. 

M rlf 




Es seien für die Punkte Ä,Pf Q^R, B die Abszissen 
XaX^x^x^Xh aus einem Plane oder nach vorläufiger Ab- 
steckung bekannt und dann im Felde abgemessen , femer 
seien die Ordinaten y« und y» gemessen. 
Dann werden ^i y^ Vs - * • emalten aus 

y t - yg _ yi - yg _ y2 - yg _ »8 -^ y g 

~^ ~^~ "~"~ — ^— ^^— . , , , 

Xff "~~ Xfi X^ "~~ Xfg X^ "~~ Xfg at/g ~-~ Xff 



§ 40. Gfinstigste Bestimmnng einer Geraden. 

Wir untersuchen noch, wie die beiden Punkte^ 
welche eine Gerade bestimmen , am günstigsten ausgewählt 
werden. 

Beziehen wir die gerade Linie auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem^ dessen ^-Achse so nahe mit ihrer Rich- 
tung zusammenfällt^ daß geringe Änderungen der Abszissen 
ihre Lage nicht beeinflussen (Mg. 62). 
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Sind a^y^ und x^y^ die Koordinaten der Endpunkte 
der Geraden^ so erhält man ffir einen beliebigen Punkt 
{x, y) derselben 

9 



x^ — Xi 



Sind nun die Ordinaten y^ und y^ mit den Fehlem J^ 
und Jg behaftet, so entsteht dadurch ein Fehler Jy der 
Ordinate y, indem an Stelle der Geraden I die Gerade 11 
erhalten wird. Es wird: 

(yi + A)(^2 - ^) + iVi + 4)(^ - ^) 



y + ^y = 

Die Differenz gibt 



x^ x^ 



A,^ 



Ai («j — «) + Jj {z — Xi) 



x^ x^ 



Setzt man an Stelle der Fehler A mittlere Fehler und 
ninmit man an, daß der Bestimmung von y^ und y^ derselbe 
mittlere Fehler fi anhafte, so ergibt sich för den mittleren 
Fehler von y 

Der absolute Wert dieses Fehlers erreicht für o; = '^ T^ ' 
ein Minimum ^ 

und dieser Wert ist un- 
abhängig von der Lange 

der Linie. x -{-x^ 

Wenn x von — ^ 



ausgehend sich ändert, 
nimmt also der mittlere 
Fehler /ly größere Werte 
an , wird für x = x^ 



3t jr 


IL 




^ 


N 




M 




Z 




&i 


% 





(XL 



^z 



Fig. 62. 



und für x = x^ gleich (i und außerhalb der Strecke MN 
großer als /i. 

Damit also die mittlere Querverschiebung der Punkte 
der Geraden nicht den mittleren Ordinatenfehler der sie be* 
stimmenden Punkte überschreitet, müssen sie zwischen diesen 
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liegen, «n günstigstea in der Mitte, und man erhält das 
Ergebnis: 

Eine gerade Strecke wird am günstigsten durch 
zwei Punkte von möglichst großem Abstände, also 
durch ihre Endpunkte festgelegt. 

§ 41. Absteckung Ton KurTenbogen. Absteckung 

der Hauptpunkte. 

Die auf dem Plane gezeichnete Verkehrslinie wird beim 
Übergänge von einer Sichtung zur anderen durch einen 
Kurvenbogen gebildet^ der die geradlinigen Teile der Leit- 
linie verbindet. Diese Kurven sind in der Praxis fast 
ausnahmslos Kreisbogen und die angrenzenden geradlinigen 
Strecken ihre Tangenten. Meist werden die geraden Strecken 
zuerst abgesteckt und darauf die Verbindungsbogen. Bei 
Gebirgsbahnen geht aber auch häufig die Kurvenabsteckung 
derjenigen ihrer Tangenten voraus. 

Die erstgenaimte Aui^be ist folgende: 

Zwei Gerade sind im Felde abgesteckt; sie sollen 
durch einen Ej*eisbogen von gegebenem Radius r verbunden 
werden. 

Die Badien der Kreisbogen werden aus der Zeichnung 
zahlenmäßig entnommen. Die erste Aufgabe bei der Ab- 
steckung bildet die Festlegung der Hauptpunkte, darauf 
werden weitere Einzelpunkte abgesteckt. 

Absteckung der Hauptpunkte. Die Hauptpunkte 
sind die Berührungspunkte ^ und ^ (der Anfangs- und End- 
punkt) des Kurvenbogens und der Scheitelpunkt 8 desselben. 

Es sind zwei Fälle zu unterscheiden: der Tangenten- 
schnitt T ist zugänglich oder unzugängUcL 

1. Im Falle der Schmttpunkt T abgesteckt werden kann 
(man spannt Schnüre in der Sichtung der Geraden in der 
Nähe ihres Schnittpunktes)^ so mißt man mit dem Theodo- 
liten in T den Brechungswinkel t . Ist der zum Bogen AE 

gehörige Zentriwinkel 2y, also y = 90^ — -^, so werden die 
Berührungspunkte mit ^ 

TA = TE^rtgy « rctg-^ 

gefunden (Fig. 63). 



§ 41. Absteckung von Kurvenbogen. 
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Wird nun ^T als Abszissenachse gewählt ^ so ergeben 
sich für den Scheitelpunkt 8 des Bogens die rechtwinkligen 
Koordmaten 

AF^ X = rsiny, F8= y ^r — rcosy = 2r8in2-^ ; 

ferner ist der Scheitelabstand 

TS=rsecy — r = rtgytg^ und TJF= 2rtgy sin^^ 

und die Bogenlänge AE = — yf- , wenn y in Bogensekunden 
ausgedrückt wird. ^ 

Die Ausdrücke mit 
den halben Winkeln sind 
bei Annäherung von r an 
180^ zur Berechnung vor- 
teilhafter. Dieser Fall tritt 
in ebenem Gelände häufig 
ein, während in Gebirgs- 
gegenden der Tangenten- 
Schnittwinkel oft ein spitzer 
Winkel sein kann. 

In letzterem Falle, ^ 
wenn t klein ist, legt man 
vorteühaft eine Zwischen- 
tangente T'T''(Fig. 64). Die 
3 Tangenten bilden unter- . ^ 

einander dieselben Winkel *^' 

wie die zu ihnen senkrechten Radien. Wird einer der Zen- 
triwinkel (p nach dem Plane angenommen, so folgt der 
andere aus 

^ + Y; + t = 180S 

wenn t gemessen ist. Man erhält dann mit dem gegebenen 
Radius r zur Absteckung: 




AT =TZ ==rtg|^. 



Li 



wo 



TA ^TE ==rtg^4-^^ 

y + ^ = 900 - -L = y 

2 ^" 2 '^ 
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Ab Meßprobe hat man: 

AT + ET" = TT" , 

• 

sinr ' 

TT'^TT'^^. 

smr 

Fällt der Beruhningspunkt Z der Zwischentangente TT' 

mit der Mitte 8 des Bo- 
^ gens AE zusammen 9 so 

wird 

AT= TS = 5T"= T"J? 

Man kann auf die 
halben Bogen AS = SJ5? 
dann dieselben Formeln 
anwenden, die für den 
Bogen AE benutzt wur- 
den. Sind S' und S" 
(Fig. 63) die Mitten der 
halben Bogen, so steckt 
manvondenBerührungs- 
punkten A bzw. E auf 
den Tangenten AT bzw. 
ET ihre Abszissen ab: 




x' = a;" = rsin 



und tragt die Ordinalen i^chtwinklig an 

y y 

y'== y''= r — rcos-^=«2rsin2-^ . 
Femer werden die Scheitelabstande 



8'T=8"T" = r sec|^ - r = r tg|- tg|- 
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und die Langen der halben Bogen 

AS' = S'8 = SS'' = 8"E « ^, 

berechnet 

2. Ist der Tangentenschnittpunkt T dagegen unzugänglich^ 
was z. B. im Gebirge meist der Fall sein wird, so mißt man 
eine Entfernung MN (Fig. 64) zwischen zwei Punkten der 
beiden Tangenten und mißt in M und N die Winkel 180® — fi 
und 180® — V zwischen MN und den abgesteckten Teilen 
der Tangenten. ^ 

Aus T + fji + v = 180® und y = 90® — -^ erhält man r 
bzw. y. Da 

smr smr 

TÄ = TE = rtgy , 
80 ist 

MA:=Tä-'TM und NE^TE-TN, 

so daß man von M bzw. N aus die Berührungspunkte Ä 
und E abstecken kann. 

Den Scheitelpunkt erhalt man dann, wie früher^ durch 
seine rechtwinkligen Koordinaten in bezug auf Ä oder E 
als Anfangspunkt und AM oder EN als Abszissenachse^ 
und damit auch die Scheiteltangente. 

Läßt sich keine geradlinige Entfernung MN messen^ so 
verbindet man M und N durch einen Polygonzug (§ 25) mit 
möglichst wenig (wenn angängig zwei) Seiten und berechnet 
die Entfernung MN, während die Messung der Winkel in M 
und N mit den Tangenten MÄ und NE und der Brechungs- 
winkel den Winkel zwischen AM und EN, also x, liefern. 

§ 42. Absteckung von Einzelpnnkten des Knryenbogens. 

Für die Absteckung von Einzelpunkten des Kurven- 
bogens kann man verscUedene Methoden wählen. 

a) Das Abstecken von der Taneente aus geschieht 
duroh reohtwinUige Koordinaten. Die^Tangente ^t dem 
Berührungspunkte als Anfangspunkt wird als Abszissen- 
achse auf dem Felde abgesteckt. Meist geht man dabei 
mit gleichen Abszissenunterschieden weiter. 
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Die KreiBgleichuDg in bezug auf das gewählte Kooidi- 
nateneystem ist 

woraus 
und 



x^ 



x" 



y 2r''"8r8 



+ 



X 



6 



16 r« 



+ ... 



folgt. 

Bei stumpfen Tangentenschnittwinkeln^ also flachen 

Kreisbogen, kium man sich auf das erste Glied beschranken, 

d. h. man kann den Kreis durch 
eine Parabel mit dem Parameter 2r 
ersetzen, deren ScheitelgleichuDg in 
bezug auf die Tangente als o;- Achse 

lautet Wird z. B. r = 400 m, 
^ =: 50 m angenommen, so betragt 
das Glied 




x^ 



8rs 



= 0,012 m, 



X 



6 



16 r5 



0,0001m. 



Setzt man umgekehrt eine Fehler- 
grenze c fest, so kann man sich 

mit dem ersten Glied begnügen, wenn x < yScr* ist. 

Setzt man x der Beihe nach =a^ 2 a, 3a usf.^ so erhält 
man Ar y\ 

a« 4 a« 9a2 ^ 

2r' 2r' 2r 

Bei der Absteckung von der Tangente aus kann zwei- 
tens die Gleichheit der Bogenstücke gefordert werden, 
wodurch dann die abgesteckten Punkte des Bogens zur end- 
gfiltigen Verpflockung und Numerierung geeignet sind. Auch 
hat man bei diesem Verfahren eine KontroUe der richtigen 
Absteckung durch Ausmessung der Abstände der abgesteckten 
Punkte, die gleich sein müssen. 



§ 42. Absteckung von Einzelpunkten des Kurvenbogens. 155 
Werden die gleichen Bogenstücke mit b bezeichnet^ so 

sind die zugehörigen Zentriwinkel ß = — q^\ Man erhält 
für den ersten Eurvenpunkt ^ 

X — rsinß, y =^r — rcosß = 2rsin*-^ , 
für den n-ten^ zu dem der Zentriwinkel nß gehört, 

Xy^ = r&innß , yn = ^ — rcosnß = 2rsin2 — j8 ; 

n wird man möglichst als gerade Zahl wählen. 

Da die Ordinaten nicht über ein gewisses Maß (etwa 
40 m) wachsen dürfen, so muß bei langen Bogen eine 
zweite, dritte usf. Tangente an Stelle der ersten treten, von 
der aus dann die Absteckung vorgenommen wird. Wenn 
diese neue Tangente die Kurve im Punkte {Xn, yn) berühren 
soll; so ist ihr Schnittpunkt mit der vorher als ^- Achse ge- 
wählten Tangente auf der Halbierungslinie des Winkels nß 
gelegen, daher ist die Abszisse dieses Schnittpunktes auf 
der alten Tangente 

Xi = ris-f^r —. — = r^. 

l . nß nß Xn 

2rsm-^cos-^ 

Durch diesen Punkt und den Berührungspunkt ist mithin 
die Lage der neuen Tangente festgelegt. 

b) Absteckung von der Sekante aus (Fig. 66). Sind 
auf der konvexen Seite des Bogens die Absteckungen behindert, 
so legt man eine Sehne unter dem Winkel (x gegen den 
Badius im Ubergangspunkte A als Abszissenachse (bzw. 
unter dem Winkel 90® — a gegen die Tangente), Den Mittel- 
punkt der Sehne wählt man als Anfangspunkt, indem 
nuin AO^ s^ = r cosa abträgt. Wird die Bogenhöhe mit A 
bezeichnet, so ist, wenn y die nach außen wachsende Ordi- 
nate eines Kurvenpunktes bezeichnet, 

also y^},-^- — 



. * . • 
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Zur Berechnung von h dient 

4 



oder 



r — A=«r8ina = yr*— sj = r(l — ^ 



r« 8H 



...) 



Dann ist auch 



ÄSq ^ 

1 



Man kann sich auf das erste Glied beschränken^ wenn 

ein Fehler 



« = 87»^^-*^) 




"^ statthaft isty oder wenn 
eine Fehlei^renze e an- 
genommen wird, muß 



x<r 



|/cos*a — 8 — 



bleiben. 

Man wählt meist 
gleiche Abszissennnter- 
Fig. «6. schiede, indem man die 

^ Abszissen jedesmal um 

ein Stuck — wachsen läßt, dann wird für den n-ten Kur- 
venpunkt ^ 

Die Absteckung erfolgt vom Punkte nach beiden 
Seiten^ da die Koonlinaten, abgesehen vom Vorzeichen der 
Abszissen^ für symmetrische Punkte der beiden Bogenhalften 
gleich sind. 

Zu den Absteckungen von der Sehne aus gehört ein 
Näherungsverfahren, das als Viertelsmethode bekannt ist. 

Ist nicht 8 abgesteckt, sondern außer A und E der 
Tangentenschnittpunkt T gegeben, so ist, wenn ÄT^ ET = t 
gesetzt wird (Fig. 67), 
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TO = ^cosa = rctgacos« , 
SO = Ä == r(l — sin«) , 
AE Sq 



'2t t 
Wird nun TO==nh gesetzt, so ist 

QOS^OC . . 1 



n 



= 1 + 



t 



— * , = 1 4- 

sin« (1 — sina) sina Sq ' 

Ist daher t, Sq und der Winkel 2 « bei T gemessen, so 
kann man h und damit den Punkt 8 bestimmen, ohne r zu 
benützen. 

Bei flachen Bo- 
gen ist t nahe gleich 
^0 , also n = 2 (erst 
für a =- 300 ist w = 3)^ 
und da 

s? = (2r~Ä)Ä, 

so erhält man in diesem 
Falle, wo h gegen r 
klein ist, 

sl = 2rh 

oder Ä = ^ , 
2r 

und kann man femer 

die Sehne J8= 8E = 2 äJ des halben Bogens unter derselben 

Voraussetzung der halben Sehne Sq des ganzen Bogens AE 

gleich setzen, so ist die Höhe sp = s^p' des halben Bogens 

ebenso 




Ä'=:^ = 



«2 
*0 



2r 8r' 



also Ä' = -1- usi 

4 



Bei flachen Bögen ist also die Pfeilhöhe sp = s^p% die 
zum halben Bogen A8= SE gehört, nahezu ein Viertel der 
Pfeilhöhe 80 ^h des ganzen Bogens AE. 

Sind Ay 8 mid E bereits abgesteckte Punkte, so werden 
die Längen A8, 8E und AE abgemessen und in den Mitten 

von A8 und 8E Senkrechte von der Lange — errichtet. 
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Dadurch erhält man die Bogenpunkte s und s\ In der- 
selben Weise kann man fortfahren und neue Punkte ein- 
schalten. 

Bei diesem Verfahren wird, wie man sieht, der Kurven- 
radius nicht verwendet. 

c) Ein anderes Verfahren der Absteckung von Einzel- 
punkten ist das Einrücken von der Sehne aus. 

Hierbei werden Punkte in gleichem Bogenabstand ab- 
gesteckt, also sind auch die Sehnenlängen, welche aufein- 
anderfolgende Punkte verbinden, einander gleicL Wählt 

man die Sehnenlänge gleich 
C s, so erhält man bei gegebe- 

nem Radius r den zugehö- 
rigen Zentriwinkel ß aus: 

. ß s 

Den ersten Punkt P^ 
steckt man von der Tan- 
gente im Anfangspunkte Ä 
aus ab durch die recht- 
winkligen Koordinaten 

ß • o 

a^ =3 s cos^ = r auiß , 

• ß O • 9 ß 

yi == 5 sm^ = 2rsin2-|^. 



IT« 







Fig. 6& 



Darauf wird die Sehne ÄP^ im Felde verlängert und von P^ 
als Anfangspunkt auf ihr als Abszissenachse 

X2 ^s cosjS = 2 r cosjS sin-^ 



abgetragen und die Ordinate 



ß 



y2= s sinjS = 2r %m.ß sin-^ 

errichtet. 

Man verbindet den neu abgesteckten Punkt P, mit P^ 
durch die Sehne, betrachtet diese wieder als Abszissenachse, 
P2 als Anfangspunkt und wendet dieselben Formeln wie 
fär Pg zur Absteckung von J& an. In derselben Weise 
wird fortgefahren. 
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Die Sehne AP^ schließt mit der Tangente in A den 

Winkel-^ ein; jede Sehne schließt mit der Verlängerung der 

vorangehenden den Winkel ß ein. 

d) Dem in c) auseinandergesetzten Verfahren, ein Sehnen- 
polygon abzustecken, entspricht dasjenige, das in der Ab- 
steckung eines Tangentenpolygons besteht. Beide Verfahren, 
die weniger genau sind, als die unter a) und b) aufgeführten. 




bei denen die Absteckung der einzelnen Kurvenpunkte un- 
abhängiger ist, werden in dem Falle notwendig, w^in wenig 
Baum zur Seite der Kurve vorhanden ist, also z. B. bei 
Kurventunneln. 

Beim Einrücken von der Tangente aus (Fig. 69) be- 
rechnet man wieder zunächst aus der gewählten Bogenlänge h 

den Zentriwinkel ß = — - , indem die abzusteckenden Punkte 

in gleichem Bogenabstande folgen. Man erhält, wie früher, 
von der Tangente ^T als Abszissenachse ausgehend, die 
Koordinaten der Punkte P^ und Pg 

AB = rsin)8 = x^ , BP^ = 2r sin^^- = y^ , 

^C=:rsin2)8 = rz^, CP^ = 2r«m^ß == y^ . 

Nun kann man auf AT den Schnittpunkt B' der in 
P2 berührenden Tangente ipit AT abstecken. Es ist das 
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kleine Stück BB' = ^i tgjS , wofür man meist -^^ genügend 

genau setzen kann; oder man mißt den Punkt B' direkt 
von Ä aus ab. Es ist 

t = AB' = B'P^ und yl + {x^ — t)^ = t^ , 
also 



• • ■ • 



2X2 er 1 . 2r2 

Ist £ eine erlaubte Fehlergrenze ^ so kann man für 

iCi ^ y2r2e die Punkte B und B' als zusammenfallend be- 
trachten. 

Von der Tangente B'P^ geht man dann ebenso weiter 
wie von AT, indem man ousf ^i.y VifV^ ^ä®'^ denselben For- 
meln wie Xi, X2; tfif y2 berechnet und absteckt. 

Bisher wurden rechtwinklige Koordinaten angewendet. 
Das folgende Verfahren beruht auf Polarkoordinaten (S. S. 
Vni, § 8) und wird ohne Figur verständlich sein. 

e) Absteckung durch Polarkoordinaten. Teilen 
die Punkte PiP^P^... den Bogen AE in gleiche Teilbögen, 
die zu gleichen Zentriwinkeln 2ß gehören, und werden sie 
mit dem Anfangspunkte A verbunden, so bilden die Strahlen 
APi y AP2 , APg . . . unter sich gleiche Winkel, die als Peri- 
pheriewinkel «= ß sind. Ebenso ist der Winkel zwischen der 
Tangente AT ia A und der Sehne AP^ = ß. 

Tragt man daher an die Sichtung der Tangente AT 
Vielfache des Winkels ß mit dem Theodoliten an, so erhalt 
man die Eichtungen nach P^, P^, P3. . ., und wenn man in 
diesenRichtungendieEntfemungen5«=2rsini/?(i=l,2,3. . .n) 
von A aus abmißt, erhält man die Punkte P^P^. > .Pn» 

Während man bei verhältnismäßig kurzen Distanzen 
z. B. in Bergwerksstollen so verfährt, ist es sonst meist 
bequemer, in der Bichtung JP, den Punkt P, durch die 
Entfernung von P,_i, dem vorher abgesteckten Punkte, 
PiPi^i = s = 2rsinß mittels Bogenschlags zu bestinmien. 

In Amerika bedient man sich bei diesem Verfahren 
eines Instrumentes, das Vielfache eines Winkels einzustellen 
gestattet, ohne daß eine Ablesung der Nonien nötig wird; 
daher nennt man die Methode der Absteckung mittels gleicher 
Sehnen und Peripheriewinkel auch die amerikanische. 
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Die angegebene Art der Messung wird aber durch die 
unvermeidlidien Fehler ungenau (s. § 46). Vielmehr ist es 
vorteilhaft^ von der Eichtung nach dem Endpunkte des 
Bogens AE auszugehen und an diese Eichtung im entgegen* 
gesetzten Sinne wie vorher die Vielfachen des Winkels 
anzutragen^ so daß sich die abgesteckten Punkte dem Theo- 
dolitenstande nähern. Auch erhält man auf diese Weise 
sicher eine Kurve, welche sowohl durch den Endpunkt^ als 
auch durch den Anfangspunkt hindurchgeht (wenn sie auch 
von einem Kreise abweichen sollte), während bei der zuerst 
beschriebenen Art der Absteckung der Endpunkt leicht ver- 
fehlt werden kann. 

f) Wir erwähnen zum Schluß ein Verfahren, Punkte 
eines Kreises zwischen Ä und E abzustecken, bei dem an- 
statt des Theodoliten ein Winkelspiegel, Prismenkreuz, Sex- 
tant oder dgl. verwendet werden kann. 

Sucht man alle Punkte P auf, von denen aus die Sich- 
tungen nach Ä und E die gleichen Winkel APE bilden, so 
ist der Ort der Punkte ein Kreis. Man berechnet den Winkel 
aus dem gegebenen Eadius und der Entfernung AE durch 

sin APE = 4^ . 

Dieses Absteckungsverfahren wird nur in ebenem Ge- 
lände sich leicht ausführen lassen. 

§ 43. Eorbbogen, Kontrabogen n. dgl. 

Ist der Schnittpunkt T (Fig. 63) der Tangenten be- 
stimmt und sind ihre Berührungspunkte A und E festgelegt, 
so ist es bei ungleicher Länge von TA und TE unmöglich, 
einen beide Tangenten berührenden Kreisbogen zu legen. 
Auch können Geländeverhältnisse eine Leitlinie von wechseln- 
der Krümmung nötig machen. 

Li solchen Fällen wird die Kurve aus mehreren Kreis- 
bogen von verschiedenen Kadien zusammengesetzt. Sie heißt 
dann Korbbogen. Wenn die Kurve eine Art Wendepunkt 
besitzt, d. h. wenn die Kreismittelpunkte zweier aufeinander 
folgenden Bogen zu verschiedenen Seiten ihrer gemeinsamen 
Tangente liegen, nennt man sie Kontrabogen. 

Soll die Leitkurve durch die Punkte P^, Pg, Pg, P4^. . .Pn 
geführt werden, so legt man einen Polygonzug P^ Pg Jg P4 . . . P„ 

Galle, Geodäsie. H 
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mit den Seiten $129 ^2 3> ^34* • «^a-i-m and den Brechungs- 
winkeln /?!, ß^y ßsy ß^...ßn (s. § 25), wobei jS^ und ßn die 
Winkel mit der Anfangstangente P^T und der Schlußtan- 
gente P«T' sind. 

Der Radius des ersten durch P^ und P^ gehenden und 
Pi T berührenden Kreises ergibt sich aus 

ri = -4^?-^, wenn y^ = ^ - ISO« 
und 2^1 der Zentriwinkel ist^ der zum Bogen P1P2 gehört. 




Fig. 70. 

Sind femer 2y^,2y^...2yn die Zentriwinkel, die zu dem 
2-ten y 3-ten • . . n-ten Kreisbogen gehören, so ersieht man, 
da je zwei aufeinander folgende Kreise eine gemeinschaftliche 
Tangente haben, daß im Falle der Fig. 70 

1800 + yi =)8,, 

1800 + ^1 + 72 = ^2, also Y2=ß2-ßi> 

lS0^ + 72-Ys = ßs, also y« = 180« - Ä + Ä - ft • 
Hierzu kommt ^^ ^ ^g^, _^^^^ 

so daß ^3 doppelt bestimmt ist und die BedingungjS^ '^ ß2'\~ ßz= ßi. 
besteht. Diese kann durch Drehung der Endtangente um P4 
oder durch Verschiebung von P4 in der Endtangente erfüllt 
werden. Sollen beide festgehalten werden, so müssen zwischen 
Pg und P4 zwei Bogen eingefügt werden. 

Das negative Zeichen von y^ im Ausdruck ixaß^ tritt des- 
halb auf, weil im Punkte P3 die beiden Stücke eines Kontra- 
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bogens zusammenstoßen. Dieser Übergang in einen Kontra- 
bogen tritt dann ein^ wenn auf einen Winkel ß^ ^ 180^ ein 
Winkel ß^ % 180 <> folgt 

Sind (He Winkel yi, J'2^y8- • »y» ^^ dieser Weise berech- 
net^ so erhält man 

"~ 2siny„ • 
Da man femer die Längen der Tangenten 

P,2; = 2;P8 = 4=r,tgy3 

berechnen kann^ so läßt sich leicht auf dem Felde der von 
den Tangenten gebildete Polygonzug mit den Brechungs- 
punkten Ti, Tg, T3 . . . und den Brechungswinkeln 180^ + 2^^ , 
180^ ± 2}'2- • • legen. Die Absteckung der Einzelpunkte 
läßt sich dann von den Tangenten aus nach den früheren 
Angaben ausführen. 

Es kann auch der Fall vorkommen, daß zwischen zwei 

Geradlinige Strecken einer Leitlinie, vom Punkte A der 
trecke TA bis zum Punkte E der Strecke ET' zwei Kreis- 
bogen eingeschaltet werden sollen^ die selbst wieder durch 
eine geradlinige Strecke von gegebener Länge l getrennt 
werden sollen. 

Dies führt zu der Aufgabe, zwei Gerade TA und TET% 
die sich unter dem gegebenen Winkel r schneiden, durch 
zwei Kreise und deren innere gemeinschaftliche Tangente 
von der gegebenen Länge l zu verbinden, wenn die Beruh- 

rungspunkte A und E und das Verhältnis der Badien -^ = n 
gegeben sind. ^^ 

Betrachten wir die fertige Figur (71), in der BD die 
gemeinsame Tangente der mit r^ um Ci und mit rg um C2 
geschlagenen Kreise ist, und schlagen um C^ einen Kreis mit 
dem Halbmesser l, um (7^ mit dem Halbmesser r^ + ^2 > ^^ 
schneiden sich beide rechtwinklig in H und H\ Denn ist 
C2II parallel za C^B gezogen, so stehen beide auf BD 
senkrecht, also geht C2H durch D, und da HD = C^B = r^^ 
so ist C^BDH ein Rechteck, also C^H=l und H ein Punkt 
des Ej'eises um C^ . 

Verbindet man femer den Endpunkt F des durch E 
gehenden Badius Gji^ mit Cj, so möge die Verbindungs- 

11* 
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gerade den Kreis lun C^ mit dem Radius r^ + ^2 ^ ^ 

schneiden , dann ist Ci (r • Cj JP = Ci JT = ^* , ^"^d wenn 
C^F=u gesetzt wird, 






72 

u 



Bezieht man jetzt die Figur auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem mit T als Ajofangspunkt und der Rich- 
tung TT' als positiven ^- Achse und der a;- Achse nach oben^ 
setzt man femer TÄ = ti, TE = t2 und den Winkel, den 




Fig. 71. 

C^F mit der y- Achse bildet, gleich e, so sind die Koor- 
dinaten von Gl (durch Projektion des Linienzuges TACi auf 
die Achsen): 

a^i ==» ^ sinr — r^ cosr , 

yi ='t^ cosr + ^1 sinr , 
und die Koordinaten von G: 



P . 
u 



(«--?!)8i 



— sm« 



1 ? 



P I P\ 

y9=yi+— COSe = — IW — —I C08£ + ^ y 

je nachdem man den Linienzag TAC^G oder TEFG auf 
die Achseln projiziert. 

Ferner sind die Projektionen von C^F 

eesine = r^ + % > 

UCOSB = ^2 ~" ^1 > 
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mithin 

*gc = ^±^, und u^ -= ir, + x^y + it, - y,)' . 

Denkt man sich von O2 eine Senkrechte auf FG gefallt^ 
die mit C2F den Winkel e einschließt und FG hdbiert^ 
so wird 

also 

2 (fi + r,) (r, + x^) ^u*^P = {r^ + x,y + {t, - y^Y - P . 

Setzt man 

so ist 

r + x^ = x+Xr, tt — yi=^fi-^vT, 

wenn vorübeigehend 

X =^ii sinr , /i == ^ — ^ cosr , 

A = 1 — cosT = 2 sin* — , V = sinr 

eingeführt wird, wie sich durch Einsetzen der Ausdrücke 
für 0^ uud y^ unmittelbar ergibt. 
Mithin erhält man: 

r2(2 (n + 1) A — {}? + y^)> + 2r {(n + 1) ;« - xA + /iv) 

= «2 + ^2 _ p ^ 

woraus durch Einsetzung von Xy Xy jj,, v entsteht: 

4w sin2-^ . r» + 2 (^ + w<i) sinr . r = a« — i* ^ 

wenn 

«2 + ;i2 = ^? + ^ - 2 ^ ^ COST = a« 

gesetzt wird^ und a die Entfernung der Punkte A und F 
bedeutet. 

Die quadratische Gleichung 



^ 2 40^ 

4w8m2 — 
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gibt^ wenn 



* 7 

4n8m*— 



und — = tg9? gesetzt wird, 



Der andere Wert ♦"=■— ^ctg-^ liefert die Radien der 

die beiden Geraden TA und ET' von außen berührenden 
Kreise. Für 7 = erhält man zwei sich berührende Kreise 
mit gemeinsamer Tangente, also einen Korbbogen. Ein be- 
sonderer Fall ist fe^, dlß r, gegeben ist, d^ wird der 
andere Radius r^ aus der Gleichung für r^ + r^ berechnet 
(vgl. Erüger, Zeitschr. f. Vermessungswesen 1904). 

Die Absteckung der beiden Kreise wird man von den 
Tan&centen TA und TT' aus bewerkstelligen können, indem 
man in der unter § 42a beschriebenTVeise nöt^enfalls 
ZU anderen Tangenten als Abszissenachsen übergeht. 

Darauf legt man die gemeinsame Tangente an beide 
Kreise und mißt ihre Lange zwischen den Berührungspunkten 
zur Kontrolle^ die gleich l sein muß. 

Im Felde wird eine solche gemeinsame Tangente am 
einfachsten durch Probieren erhalten. Man steckt in der 
Nähe der Berührungspunkte eine Anzahl Kreispunkte durch 
Pflöcke ab, visiert von einem Punkte in der Verlängerung 
einer vorläufigen Geraden, die beide Kurven trifit, nach den 
äußersten Kurvenpflöcken der einen Kurve und verschiebt 
den Theodolitenstandpunkt so weit, bis die Richtung die 
äußersten Pflöcke auch der anderen Kurve trifft; durch 
etwaige Wiederholung des Verfahrens wird man dann die 
Tangentenrichtung erhalten. Um die Lage des Tangendal- 
punktes auch in der Längsrichtung der Tangente möglichst 
genau zu erhalten, mißt man die Abstände y und y' der 
Endpunkte einer Sehne von der Tangente und berechnet 
daraus die Entfernungen s und s' des Berührungspunktes 
von diesen Endpunkten genähert durch s^ = 2ry und 
s'2 = 2ry'. 
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Ein genaueres Verfahren gibt Vogler in den Grundlehren 
der Kulturtechnik, Bd, I, S. 551 (Berlin 1903) und Bauern- 
femdf Vermessungskunde 11, § 30 an. 

§ 44. Übergangskuryen. 

Bei Eisenbahnkurven wird, da hier nicht wie bei 
Straßenbahnen die Geschwindigkeit ermäßigt wird, die äußere 
Schiene höher gelegt als die innere, um die Wirkung der 
Schwungkraft aufzuheben. 

Ist m die Masse des Wagens, g die Beschleunigung 
der Schwerkraft, also mg sein Gewicht in vertikaler Rich- 
tung, so ist bei einer Fahrgeschwindigkeit v in einer Kurve 
mit^'dem Krümmm^rS , dieTach außen gerichtete 

Schwungkraft . Durch die Überhöhung wird, wenn i 

den dadurch hervorgebrachten Neigungswinkel der Badachse 
gegen den Horizont bezeichnet, die Komponente der Schwung- 

kraft in der Richtung der Radachse — cosi sem, während 

die Komponente der bewegenden Kraft der Schwere in 
derselben Richtung mgsini ist. 

Die Neigung i muß nun so gewählt werden, daß 

cosi — mg sini = 

Q 

wird, oder wenn tgf = — gesetzt wird, iudem h die über- 
hohung. . die Spurweite Wohnet, so muß die Überhöhung 



Q9 
gemacht werden. 

Diese Überhöhung; ist in einer Kreiskurve in ihrer 
ganzen Ausdehnung nitäg, da berdts im Ai^fangspunkte die 
volle Wirkung der Schwungkraft eintritt Da der Über- 
gang aber kein plötzlicher sein kann und ein allmähliches 
Ansteigen der Schiene auf der geradlinigen Strecke auf dieser 
(infolge der seitlichen Komponente rngsini) eine Gleich- 
gewichtsstörung des Fahrzeuges Ojder wenigstens einen seit- 
lichen Schienendruck verursachen würde, so muß dieses An- 
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steigen in eine Übergangskurve verlegt werden, welche die 

geradlinige Strecke mit der Kreiskurve verbindet. 

DiesT Übergangskurve muß im Grundriß der Leitlinie 

an demjenigen Punkte, wo sie an die geradlinige Strecke an- 

stoßt, ins! Iben Krfin^ungsradius, Je dieseTnämlich einen 

unendlich großen besitzen, am andern Endpunkte einen 

Krfimmungaradiue, der mit dem Kreisradius r übereinstimmt 

Femer soll die Überhöhung h allmählich anwachsen, also pro- 

l 
portional der Lange l der Übergangskurve, so daß A =» — 

1 ^ 

ist, wenn — das Steigungsverhaltnis bezeichnet 

Da die Kurve sehr flach sein muß, so kann man die 
Langen auch auf der als Abszissenachse gewählten Tangente 
im Anfangspunkte, die mit der Verlängerung der geradlinigen 
Strecke zusammenfällt, statt auf dem Kurvenbogen selbst 

abmessen, also A = — setzen. 

n 

Um die Kurve zu bestimmen, gehen wir von dem 

Ausdrucke ffir die Ejrnmmung aus, der genügend genau 

— = -7-^ gesetzt werden kann. Denn der Nenner 1 + 1 -^ I 

weicht von 1 nur wenig ab, wenn die Kurve sehr flach ist, 
oder der Winkel der Tangente mit der ^ -Achse, also auch 

—^ klein ist 

ax H 

Soll für x = — = sein, so ist dies im einfachsten 

Falle erfüUt für ^ ^, 

dx^ q ' 
1 

wo — eine Konstante bedeutet Durch Integration folgt 

dx'~ 2^^^ ' 

dv 
Da für X = -^ = sein soll, weil die Anfangstan- 

(XX 

gente mit der geradlinigen Strecke zusammenfällt, so ist 
c =- . Die nochmalige Integration gibt 



X^ . , 
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Auch die Konstante c' ist null, wenn der Anfangspunkt 

der Kurve als Anfangspunkt der Koordinaten gewählt ist 

Nun war 

1 gh gx 



also ist 



nv^s 



i = 



einzusetzen, q hängt wesentlich von der Fahrgeschwindigkeit 
V sibf da die Spurweite s und das Steigungsverhaltnis — nur 



n 




in engen Grenzen veränderlich sind. Für Hauptbahnen 
wird häufig q = 12000, für Nebenbahnen 6000 angenommen. 

Je großer q ist, um so geringer ist die Krümmung — der 
Kurve. ^ 

Im Anfangspunkte Ä ist die Krümmung null. Im End- 
punkte P' der Übergangskurve soll sie der Krümmung der 
Kreiskurve mit dem Radius r gleich sein. Durch diese Be- 
dingung ^ B= r für den Endpunkt bestimmt sich die Länge 
der Ubergangskurve, wenn n, v und s gegeben sind. Es 
muß die Abszisse des Endpunktes 

nv^s q 
'X'*= = — 

gr r 

sein. Die Ordinate des Endpunktes wird 



.'8 



r2 



'2 
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Die Tangente im Endpunkte, die zugleich Tangente des 
Kreises ist, schließt mit der rr-Achse einen Winkel q> ein, 

der sich aus \-^\ =* tgcp bestimmt Es ist demnach 

«'« 3«' 

x' 
Die Subtangente HB im Endpunkte ist daher -^ . 

In Kg. 72 sei LA die geradlinige Strecke, AP' die 
Ubergangskurve, P'K die Kreiskurve. Zieht man die Or- 
dinate CB des Mittelpunktes C der letzteren, so schließt 
diese mit dem Badius CB' den Winkel q> ein. Daraus folgt, 
daß ihr Fußpunkt B , also auch der Kreismittelpunkt C mit 
den Koordinaten x^y^ naherungsweise die Abszisse 

_x' 

besitzt. Denn nach der Figur ist BB = f = r sin^? , wofür 
w^en der Flachheit der Kurve gesetzt werden kann 

rx'^ rx'^ x' 

Denkt man sich die Kreiskurve bis zum Schnitte B 
mit der Mittelpunktsordinate fortgesetzt, so ist 

BB = y^j — r = V . 

Die Ordinate des Schnittpunktes F der Ubergangskurve 
mit der Mittelpunktsordinate folgt mit Bücksicht auf 

x\ x'^ x'^ 

aus: y^ = -?r— = TTT- = -TTT- • 

^ 6q 48 j 48r 
Nun ist, wenn CG = tj gesetzt wird: ^o = ^ + y' 



1 f2 X 



i7 = y^* — f^ = »' — 17 — ...=^ — 



'2 



und wegen y' = 



2 r '" 8r 



6r 



x^ 
24tr' 
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daher y^ = — , 

also F halbiert die Strecke BE. 

Liegt nun die Aufgabe vor^ zwei abgesteckte, im Punkte T 
unter einem Winkel x sich schneidende Gerade LT und UT 
durch einen Kreisbogen von gegebenem Badius r und Über- 
gangskurven zu verbinden, so wird der Gang der Berech- 
nung und Absteckung in der Regel folgender sein. 

Wegen der Symmetrie können wir uns auf die Betrach- 
tung der einen Ubergangskurve beschränken. Mit den ge- 
gebenen Konstanten q und r erhalt man x\ y\ v und 97. 

Denkt man sich T mit dem Kreismittelpunkte C ver- 
bunden, so folgt aus dem entstehenden rechtwinkligen Drei- 
eck TCBy wenn B wie in Fig. 72 der Fußpunkt der Mittel- 
punktsordhnate auf LT ist: 

Ist der Punkt B hiemach abgesteckt, so kann man 

x' 
wegen AB = BD = -^ auch die Punkte B und D abstecken; 

mit P'T) = y' erhält man den Punkt P', femer J? mit 

DH=%^ oder BH=%^, so daß die Tangente HP' ab- 

O D 

gesteckt werden kann. 

Die Absteckung der Ubergangskurve kann durch recht- 
winklige Koordinaten von der Tangente (der verlängerten 
geradlinigen Strecke) aus erfolgen^ indem man gleiche 

AbszissenintervaUe^wäUt. Ist also 

m 

. x' . , Ä? a;? .0 ä;'2 
Xi = % , so wird y,. = -— =« = i^*- — — , 

wo i= 1,2^3. «.m zu setzen ist. 

Die Absteckung des Kreises kann man dann von der 
Tangente in P' aus auf die in § 42 angegebene Weise 
vornehmen^ wenn man nicht vorzieht, um von der Geraden LT 
aus abzustecken^ indem man die Abszissen vom Punkte B 
an rechnet und zu den Ordinaten v hinzufügt. Dies kommt 
nämlich auf dasselbe hinaus^ als wenn man die Absteckung 
von der Kreistangente in E aus vornähme (Fig. 72). 
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§ 45. Oflnstigste Lage der Bestimmiingsstaeke 

eines Bogens. 

In § 40 war gezeigt worden^ daß eine gerade Strecke 
am günstigsten durch ihre Endpunkte festgelegt wird. Es 
handelt sich jetzt um die entsprechende Untersuchung für 
die in § 41 ang^bene Absteckung einer Kreiskurve, indem 
gezeigt wird, bei welcher Lage der Bestimmungsstücke^ ihre 
Fehler am wenigsten die Kurve beeinflussen^ deren Über- 
tragung ins Gelände hierbei als fehlerfrei vorausgesetzt wird. 

Soll wie früher der Kreisbogen von gegebnem Badius 
zwei Tangenten berühren^ so möge zunächst der Einfluß 
einer geringen Parallelverschiebung u einer Tangente T^A^ 




Fig. 78. 

nach T^A^ m Betracht gezogen werden. Die Punkte des 
Kreises^ welcher T^Ä^ und T^E^ berührt^ sind gegen die 
Funkte des Ty^A^ und T^E^ berührenden Kreises um eine 
Strecke c^ die A^A^ gleich und parallel ist^ verschoben, ins- 
besondere auch der Mittelpunkt von Ci nach C^ und der 
Tangentenschnittpunkt T^ nach T,. Während aber in der 
unverändert gebliebenen Tangente der Berührungspunkt Ey^ 
nach E^ verschoben ist, hat der in der Richtung der Mittel- 
punktsverschiebung Cy^C^ gelegene Punkt 22^ die größte 

radiale Verschiebung nach üg erlitten. Nun ist c = -; — , und 

wenn der Badius eines beUebigen Punktes P^ (in der Figur ist 
J.1 statt dessen genommen) mit C^B^ den Winkel ß einschließt, 
so ist die radiale Verschiebung Pg ^^ (in der Figur A^Qy)y die 
bei der Kurvenabsteckung allein als Fehler in Betracht kommt, 

~ — COS/?, die für /? = ihren größten Wert ^JR^R^ erreicht. 
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In derselben Weise wirkt eine Parallelverschiebung der 
anderen Tangente um einen kleinen Abstand v, die für sich 
allein den JV^ttelpunkt des Kreises von C^ nach C^ und 2\ 
nach T3 verschieben würde. 

Die gleichzeitige Verschiebung beider Tangenten bewirkt, 

daß C^ nach €4^ undl\ nach T4 gelangen, also um die Diagonale 

w V 

eines Vierecks mit den Seiten --. — und — — verschoben werden. 

smr smr 

Findet die Parallelverschiebung beider Tangenten entweder 

nach außen (Übergang des Kreises K^ in E^) oder nach 

innen (jE^ in K^) statt, so erhalt man für die Diagonale jTjTg 



smr 



yu^ +v^ — 2uv cosT ; 



wird aber eine Tangente nach außen, die andere nach innen 
verschoben (Übergang von K^ nach jBT^ oder von K^^ nach K^), 
80 geht die Verschiebung der Kreispunkte und des Punktes T 
in der Sichtung und Größe T^T^ vor sich und man erhält 



1 ,— 



smr 

Für T =: erhält man 00 als mathematischen Ausdruck 
für die Unmöglichkeit, zwischen zwei Purallele einen berüh- 
renden Kreis von gegebenem Radius zu legen. Denn auch 
für einen Badius, der gleich dem halben Abstand ist, bleibt 
die Lage des Kreises unbestimmt. 

Nimmt man der Einfachheit wegen v = u an, so erhält 
man für die Diagonale entweder 

oder 



cosl sin| 

Ist T ein spitzer Winkel, so geht die Parallelverschiebung 
der Tangente in die Kreisverschiebung vergrößert ein. Be- 
trachtet man u als einen dem Vorzeichen nach unbestimmten 
mittleren Fehler, so wird man am günstigen r so wählen, daß 

beide Ausdrücke «*sec— und wcosec— gleich werden, um 

zu erreichen, daß keiner dieser beiden Maximalfehler 
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groß wird. Daher muß möglichst r = 90® genommen 
werden. 

Bilden daher die beiden Endtangenten einen kleineren 
Winkel r miteinander^ so ist es vorteilhaft^ eine oder meh- 
rere Zwischentangenten einzuschalten. 

Bei der Einschaltung von zwei Zwischentangenten ist 
es vorteilhaft^ dieselben symmetrisch zu den Endtangenten 
zu legen. Vgl. hierzu Helmert in Zeitschrift des Architekten- 
und Ingenieur-Vereins zu Hannover, Bd. XXI. 

Besteht der Fehler der Tangentenabsteckung in einer 
Drehung derselben^ so kann diese durch Parallelverschiebung 
der Tangente (deren Einfluß soeben behandelt wurde) in den 




Fig. 74. 

Berührungspunkt verlegt werden. Wir nehmen daher an^ daß 
statt der in Ä^ berührenden Tangente T^A^ die Tangente 
T^Ä^ abgesteckt sei^ dann wird statt des Kreises um (^ der 
Kreis um C^ abgesteckt werden^ der T^Ä^ berührt Der 
Winkel r der um d gedrehten mit der unveränderten Tan- 
gente T^E^E^ geht diadurch in Tg = t^ + ^ über. 

Ist der Radius C^B^ senkrecht zu T^Ä^ gezogen^ so ist 

^-Bi = CiBi-Ci^2 = Ci^i-Ci^=r(l-cosa)=2rsin2|^. 

Denkt man sich in B^ die zu T^A^ parallele Tangente 
T'B^ gezogen^ so ist daher der radiale Fehler infolge der 
Tangentendrehung gleich dem Fehler, der entstehen würde, 

wenn die Tangente T'B^ parallel um 2 rsin^— verschoben 
würde. 
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Die Verschiebung des Mittelpunktes des Kreises beträgt 

2rsin2— 

^ ^ ^ ^ smr 

Auch hier zeigt sich^ daß sehr kleine Winkel x ver- 
mieden werden müssen. Wenn r nahezu 90® ist, wird der 
Einfluß der Drehung ein sehr geringer. 

Bei einer großen Entfernung der die Tangente bestim- 
menden Punkte ist zudem nur ein kleiner X^ehungsf ehler 
zu befürchten. 

Seien nämlich (vgl. § 40 und Fig. 62, wo x^ — x = n y 
X —- Xi = m , y^ = ^2 = zu setzen ist) statt der End- 
punkte MN einer Tangente die Punkte M'N' abgesteckt, 
deren Abstände von MN A und zl« betragen, und liege 
der Berührungspunkt der Talente um m bzV n von d!n 

Endpunkten entfernt, so wird er normal um A = — ^ 

^ n + m 

gegen MN verschoben sein, während die Gerade M'N^ mit 

MN den Winkel 6 bilden wird, der durch 



tga = + 



^1-4 



n + m 

bestimmt ist. Besonders ungünstig ist der Fall J^ =» — Jg > 
dann ist für einen kleinen Winkel genügend genau . 

n + m 
Auch dann wird 

^ . ,<J rd^ 2rA\ 



2 2^2 {n+my 

bei einigermaßen großer Entfernung ^ + n der bestimmen- 
den Punkte der Tangente sehr klein gegen A^ sein. Für 
r = 300 Meter und n + m = 100 Meter wird für den großen 
Betrag J^ = 2 Meter die radiale Verschiebung der Kreis- 
punkte erst ^ Meter. 

§ 46. Fehler der Absteckung von EiDzelpimkten. 

Um beurteilen zu können, welche Messungsfehler den 
größten Einfluß bei der Absteckung von Einzelpunkten haben 
und welche Messungen daher am genauesten ausgeführt 
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werden müssen^ mögen hier die in § 42 angegebenen Methoden 
nach dieser Kichtang untersucht werden. 

Bei der Kurvenabsteckung von der Tangente aus 
(§ 42a) können die Fehler bestehen: 

1. in Ungenauigkeit der Abszissenmessung {x+Ax8ta,tt x), 
2. in fehlerhafter Abmessung der Ordinaten {y + Ay statt y) 
und 3. in Abweichungen der Winkel zwischen den Ordinaten 
und der Abszissenachse von 90® (90^ + fi statt 90®). 

1. Indem man bei gegebenem Kreisradius infolge un- 
genauer Abszissenmessung x + Ax und r — y (bzw. y) nach 
den angegebenen Formebi abträgt, gelangt man zu einem 
Punkte, der vom Kreismittelpunkte dieEntfemungri=r+'4i^ 
hat^ also nicht mehr auf dem Kreise von gegebenem Halb- 
messer liegt. 

Man erhält statt r^ = x^ + {r — yY 

(r + A^ry = rf = (ä; + Axy + (^ — yY = r^ + 2xAx+ Ax^, 

wofür man schreiben kann 

(^1 — »•) in + r) = 2xAx + Ax^ . 

Setzt man 2 r statt r^ + r und vernachlässigt man das 

quadratische GUed, so folgt 

. xAx 

r. —r = A^r = . 

r 

Dieser Fehler ist nicht sehr bedeutend, indem z. B. für 
a:=100m r=500m unter der Annahme J:i;=l m A^r =0,2m 
sein würde. 

Da der Fehler proportional der Abszissenlänge x wächst, 
ist es ratsam, dieselbe nicht allzusehr anwachsen zu lassen, 
sondern von Zeit zu Zeit auf andere Tangenten überzugehen. 

2. Der Ordinatenfehler Ay verursacht^ daß an Stelle von 

r^ ^^ x^ + {r — yY 
rl = ä;2 + (r - y - Ayf ^r^ -2{r - y) Ay + Ay^- , 
also die radiale Verschiebung r2 —r 



^.r = -[l-^)Ay 



erhalten wird, wobei rg + r = 2r gesetzt und -~- vernach- 
lässigt wurde. ^^ 
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Da y in der Regel klein gegen r ist^ so geht der 
Fehler Ay nahezu voll in r ein^ daher müssen die Ordi- 
nalen mit besonderer Sorgfalt gemessen werden. 

3. Der Winkelfehler e führt zu folgender Gleichung: 

7^ = (a; -j- y sinc)2 + (r — y cosfi)^ 

= y.2 _|_ 2ry (1 — cosc) + 2^^ sine , 
daher wird 

£ xywie 

2 



ff 
r^ — r = 2y sin*— , 



oder wenn das Quadrat vernachlässigt und £ in Minuten 
ausgedrückt wird^ 

. X ye 

AoT = • -^ ß'=84S7',75. 

bezeichnet werden. Im allgemeinen bleibt der Fehler A^r 
klein^ wenn man x nicht zu sehr anwachsen läßt. 

Treten an Stelle der Fehler Ax, Ay, e mittlere Fehler, 
die ihrem Vorzeichen nach unbestimmt sind, so setzt sich 
daraus der mittlere Gesamtfehler m des Kurvenpunktes 
in radialer Bichtung nach dem Fehlerfortpfianzungsgesetz 
(S. S. XIX, 171) zusammen. Den mittleren Fehler der Ab- 
szisse von der Länge x setzen wir m^'fxy indem wir un- 
regelmäßige Fehlerursachen annehmen; bei der Ordinate, die 
in der Regel kurz ist, sei m^ der mittlere Längenfehler und 
endlich der mittlere Winkelfehler m^ . Dann erhält man 



(-^) 



w2 = — Ä;mf+ 1— ^ ml + — ::|-«wi, 



2 



oder wenn m x^ =^2ry\l—'^\ der kleme Bruch -^ geffen 1 
vernachlässigt wurd: \ ^'/ 



m 



2 



_|/S!^. + (x_£)'^ + M^ 



Es sind hierbei nur die Fehler in radialer Richtung 
berücksichtigt, da eine Verschiebung der Punkte in der 
Richtung der Kurve oder der Tangente nicht in Betracht 
kommt. 

Galle, Geodäsie. 12 
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Bei der Absteckung von der Sekante aus (§ 42b) 
ist die Wirkung der Fehler Ax, Ay und s eine ganz ahn- 
liche. Man erhält 

Auch hier muß die Absetzung der Ordinaten mit be- 
sonderer SorG:falt s^eschehen. da der Ordinatenfehler nahezu 
in gleicher (fröße luf den Badius übertragen wird. 

Außerdem kommt ein Fehler in der Sehnenlange in 
Betracht^ der bei Absteckung von den Sehnenenden aus 
bewirkt^ daß die beiden Bogenhalften sich nicht in einem 
Punkte treffen und sich unter einem Winkel schneiden. 
Dieser Fehler ist unter gewöhnlichen Umstanden von ge- 
ringem Einfluß. Vgl. hierzu Vogler, Praktische Geometrie I^ 
S. 653 f. 

Beider Absteckung durch Polarkoordinaten (§42e) 
nehmen wir zvmachst an^ daß sie in der Richtung auf 
den Instrumentstand A hin erfolge. An die Sehne ÄE 
(die Richtung vom Anfangs- nach dem Endpunkte des 
Bogens) sei statt des Winkels ß der Winkel ß + Aß = ß^ 
angetragen^ und in dieser Sichtung der Punkt P^ durch die 
Entfernung P'JB = s' = s + As festgelegt^ während bei fehler- 
loser Beobachtung der Winkel ß und die Sehne PE = s 
den Punkt P geliefert haben würde. 

Die Punkte Ä,P',E liegen iofolgedessen auf einem 
Kreise mit dem Mittelpunkte C% der von dem Mittelpunkte 
C des Kreises dmrch den fehlerlosen Punkt P und Ä und E 
abweicht. Der zur Sehne ÄE = S gehörige Zentriwinkel im 
Mittelpunkte C werde mit 2y bezeichnet^ während der zu 
derselben Sehne in dem Kreise mit dem Mittelpunkte C^ 
gehörende Zentriwinkel 2y' sein soll. Weil die Zentrallinie 
GC auf AE senkrecht ist, wird 

C'AC=G'EC^Ay^y'^y. 

Der Badius des abzusteckenden Kreises sei r = GP, 
deijenige des Kreises mit dem Mittelpunkte C sei 

r' = r + Ar = GT\ 

Der Punkt P^ sei vom Mittelpunkte G um q entfernt, dann 
betrachten wir q — r als Absteckungsfehler in radialer 
Richtung. 
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Da s = 2rsmß^ so erhalten wir durch Differentiation 
einen Ausdruck für Ar durch die Absteckungsfehler Aß 
und ASf indem wir die kleinen mit A bezeichneten Größen 
als Differentiale betrachten können: 

AS'-2rcoBßAß 




Ebenso ist 



S = 2rQixiy , 



woraus 



Ay = —tgy 



Ar 



folgt. Das Dreieck P'GE enthält als Seiten q^ r und s^. 
Der Winkel bei E ist 90<> - /?+ Ay , mithin 

^2 = r« + s'* - 2rs'sin(^~ Jy) 
und wegen s'=2r'sinj8' 

^2 = r« + 4r'2sin2/J'- 4rr'8in/J'sin(/J'- Jy) , 
^2 = r» + 4 (r + J r)2 sin« /? 

— 4r(r + Jr)sin/?'(8in/?'coszly — cosjS'sinJy) . 

Setzt man aosAy = 1 und Ay für sinJy und führt 
den obigen Wert für Ay ein, so wird 

Q^^r^ = ^{r + Ar)ArBm^ß^—4.{r-\-Ar)wiß^coB^tgyAr 

oder mit Vernachlässigung der Glieder mit Ar'^ 

12* 
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^2 _ y.2 =- 4 y. jy gin^ (sin/S' — cos/8' tgy) 

= 4r Jr8inj(?8in(^— y)Becy 

= 4r Jrsecysin(/8 + Aß)8m{ß + Aß — y) 

= 4rJrsecy(sinj8+cosj8J/8)[siii(/8— y)+Jj8cos(j8— -y)] 

= 4 r Jr secy [sin/8 8in(/8 — y) + J/8 sin(2 /8 — y)] , 

indem das Glied mit dem Quadrate der kleinen Größe Aß 
vernachlässigt wurde. 

Wird nun auch das Glied mit Aß' Ar w^gelassen und 
andererseits ein GUed zweiter Ordnung hinzugesetzt, um ein 
vollständiges Quadrat zu erhalten, so entsteht 

^2 = y2 _|_ 4r Jrsecysinj8sin(/J — y) 

+ AAr^ sec^ y sin^ j8 sin*(/8 — y) und 
Q = r +2Jrsecy sin j8 sin()8 — y) . 

Hier wird der obige Wert für A r (S. 179) eingesetzt, womit 

2rcoBßAß-- As . . ^. 

Q — r = i- — ^ 8m(y — ß) 

^ cosy ^ 

folgt. 

Werden statt der Fehler Aß und As mittlere Fehler 
r^ fiß und + fis eingeführt, so ergibt sich statt Q — r ein 
mittlerer Fehler, der für einen Punkt P^ mit fji^ bezeichnet 
werden möge 

Werden nun noch andere Punkte P,- abgesteckt (i=l...n) 
und nimmt man an, daß der mittlere Fdüer der Sehnen- 
länge s proportional "fl wachse (obgleich die Entfernung 
EPi nicht streng das i-fache der Entfernung EP^ ist), so 
erhalt man 

^=-± '^°co7y'^^ ^^^"'^"^'^^^^ 

Dieser mittlere radiale Fehler nimmt daher mit wach- 
sendem i ab und verschwindet für iß = y, d. h. wenn die 
Absteckung am Instrumentenstand anlangt. 

Wird die Festlegung der Punkte auf den Strahlen 
durch Ä nicht durch die Entfernungen vom Endpunkte E 
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der Sehne vorgenommen, sondern von Punkt zu Punkt durch 
Bogenschlag mit der gleichen Entfernung Si^i.i, die mit dem 
mi^eren Fehler yu« behaftet ist, so erhalten wir ffir den 
i-ten Punkt: 

indem an Stelle der Sehne ÄE der Reihe nach die Sehnen 
APi-i treten, wenn die obige Betrachtung auf die Absteckimg 
des Punktes P,- angewendet wird (i wächst von 1 bis n vom 
Endpunkte E nach dem Anfangspunkte Ä hin). 
Man kann hierfür genügend genau 

f4 = ±tg(y - i/8)l/4r*co8ViU^+/iJ 

schreiben. Dieser Ausdruck stellt den relativen Absteckungs- 
fehler dar, indem die vorangehenden Punkte selbst nicht fehler- 
frei abgesteckt sind. 

Um einen Überschlag zu erhalten, machen wir die An- 
nahme, daß der hierbei hauptsächlich in Betracht kommende 

tangentiale Absteckungsfehler, oder auch juig proportional fj 
wächst. Der Ausdruck für den absoluten Fehler 

f^i = ±tg(y - iß)^4.r^co6^ßfi} + ifjil 

verschwindet für iß = y hn Anfangspunkte Ä imd erreicht 
vorher ein Maximum etwa für iß = Xy(X < 1), nämlich: 

|/*^|m.x = ±<«(1 - A)yl/4r«cos«)8;uJ + ^yuj. 

Um einen großen Maximalfehler zu vermeiden, darf daher y , 
also auch die Sehne AE nicht zu groß gewählt werden. 

Wird dagegen die Absteckung der Punkte so vor- 
genommen, daß man sich vom Instrument in Ä .ent- 
fernt, so möge AT die Tangente in A sein, an welche 
der Winkel ß^== ß + Aß statt ß fehlerhaft angelegt sei. Auf 
seinem anderen Schenkel sei die Entfernung ^= s + As 
statt s abgetragen. Dadurch wird der Punkt P' statt P 
erhalten, der auf einem die Tangente AT in A berührenden 
Kreisbogen mit dem Mittelpunkte C und dem Badius r^ 
statt aid dem durch P gehenden Kreise mit C als Mittel- 
punkt und r als Badius liegt. 

Die Zentrallinie CC^ steht also senkrecht auf ^T in ^. 
Verbindet man P' mit C durch eine Gerade von der 
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Lange q y so wird man ^ — r als den durch die Absteckungs- 
fehler Aß und As verursachten radialen Fehler betrachten 
können. 

Aus Dreieck APC erhalt man 

^« = r2 + «'S — 2 rs' cos(90<> — /80 • 

Mit Rücksicht auf s'— 2r'8in/J'= 2(r + Jr)8in/J' wird 
daher 

^2 = r» + 4 (r + Jr)2sm2/J'— 4(r + Ar)rÜR^p 

oder auch 

^2= r* + 4r Jr8in2/J'+ 4 Jr^sin*)?'. 

Nun kann man setzen 

sin«)9'= sin2(^ + Jj8) = sin«/? + Aßw^2ß, 

daher unter Weglassung des quadratischen Gliedes mit Jr' 

^2=»r2 + 4rJrsm2j8 + 4JrJ/?sin2/?(r + Jr). 

Vernachlässigt man hier 
das letzte Glied mit dem 
Produkte Aß Ar gegen das 
vorhergehende und fügt man 
ein Glied derselben Größen- 
ordnung +4Jr*siQ*/? hin- 
zu, so ergibt sich für q^ ein 
volles Quadrat, also 

^ =r r + 2Arwi^ß 

oder, wenn wie oben S. 179 

As — 2rQO^ßA ß 
2sin/8 
eingesetzt wird, 

Q—r=^wiß{As—2rco%ßAß). 

Geht man wieder zu 
mittleren Fehlem über, so 
wird für einen Punkt P^ 




Fig. TO. 



fi^ = sin/8l/4r* cos*/8/iJ + M 
= fis sin/8 ym* C08*j8 + 1 9 



wenn 2r fiß — ntfis gesetzt wird 
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Man erhalt die folgenden Punkte Pi(i = l...n), in- 
dem man den Winkel iß an die Tangente in Ä antragt, 
dann ist 

/!»• = yw, sini/8 ym^ cosHß + i , 

wenn man wieder annimmt, daß der Langenfehler der Sehnen 

mit y% wächst. 

Man sieht ans dieser Formel, daß der Fehler rasch 
mit i wächst^ da siniß mit i zunimmt. Daraus folgt, daß 
das vorher angegebene Verfahren bei der Absteckung mit 
Polarkoordinaten für die Bestimmung der Kreispunkte gün- 
stiger ist. 



DRITTER ABSCHNITT. 

Pnnkte. 



Kapitel IX. 

Bestimmung durch Koordinaten und gerade 

Entfemimgen. 

§ 47. Koordinatensysteme. 

Die Lage eines Punktes auf der Erdoberfläche wird in 
der Regel durch Koordinaten bestimmt. Man unterscheidet: 
Polarkoordinaten^ rechtwinklige Koordinaten und 
geographische Koordinaten. 

Für kleine Gebiete, die als eben betrachtet werden 
können, kommen zunächst die Polarkoordinaten und die 
rechtwinkligen Koordinaten in Betracht. 

Bei der Landmessung wird das Koordinatensystem in 
Preußen so gelegt, daß die positive a>-Achse nach Norden, 
die positive y-Achse nach Osten gerichtet ist, woran hier 
festgehalten werden soU, während in anderen Landern wie 
Baden, Mecklenburg, Oldenburg, Österreich die ic-Koordi- 
naten nach Süden, die ^-Koordinaten nach Westen positiv 
angenommen werden. Ausgeschlossen ist dagegen die in der 
anal}d}ischen Geometrie übliche Lage der Achsen, bei der 
der Übergang von der positiven o^Achse nach der positiven 
y-Achse entgegengesetzt der iRichtimg der Drehung des 
Uhrzeigers erfolgt. 

Die Richtung von einem Punkt nach einem anderen 
schließt mit der x-Achae (Nordrichtung) den Richtungs- 
winkel oc ein, der in der Preußischen Katastervermessung 
Neigungswinkel oder Neigung genannt und mit v bezeichnet 
wird. Er wird von 0^ bis 360^ gezählt. 



§ 47. Koordinatensysteme. 185 

In den Abrissen der Preußischen Landesaufnahme 
werden für jeden Stationspunkt die Logarithmen der Ent- 
femungen (in Metern) und die Richtungswinkel anderer 
nahe gelegener Punkte aufgeführt. Diese Richtungswinkel 
werden nicht von der Nordrichtung aus gezahlt, sondern 
von der Richtung einer Parallelen zum Anfangsmeridian 
oder Hauptmeridian (durch Rauenberg bei Berlin) der Lan- 
desaufnahme. Diese Richtung der Parallelen fällt, zumal auf 
die ellipsoidische Gestalt der Erdoberfläche Rücksicht ge- 
nonunen ist, in anderen Punkten als denen des Anfangs- 
meridians nicht mit der Nordrichtung zusammen. Jedoch ist 
für jede Station die Richtung nach Norden angegeben und 
zwar^ da es sich um einen kleinen Richtungswinkel handelt, 
entweder mit positivem oder negativem Vorzeichen. 

Beispiel. (Die Königl. Preußische Landes-Triangulation. 
Hauptdreiecke IX, S. 173): 

Donnersberg, Aussichtsturm, Mitte, Zentrum der Station. 

logiS Ausgegh'chen 

+ 40 7' 24^762 Norden. 

4,682 5668 10 36 45,85 Kalte Herberge, 

4,889 8545.9 33 19 51,171 Feldberg, Gradmessungspfeiler 

(Zentrum). 

4,889 4602.1 33 22 34,440 Feldbeig, Dreiherrenstein, 

4,379 4093 62 9 34,44 Klobbeig, SteinpfeUer, 

4,719 4287.8 81 36 21,867 Melibocus, Aussichtsturm, 

Knopf, 

4,788 6498.1 285 28 13,426 Erbeskopf, Steinpfeiler, 

4,487 0703 301 49 50,15 Limbach, Steinpfeüer, 

4,600 4110 335 34 33,69 Opel, Steinpfeiler, 

4,746 9252.1 341 11 37,939 Lufdenberg. 

Auf dem trigonometrischen Punkte Donnersberg, der 
westlich vom Hauptmeridian liegt, findet man die Nord- 
richtung, wenn man z. B. Melibocus (Aussichtsturm) einstellt 
und 770 28' 57'', 105 nach links (von Osten nach Norden) 
geht. (Außer den ausgeglichenen Richtungen enthalten die 
Abrisse noch unter „beobachtet^' die unmittelbaren Mes- 
sungsergebnisse, die hier und im folgenden Beispiele weg- 
gelassen sind). 
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(Die Koo^ 'PreoBisthe Landes-Triangnhtion, Hai^- 
drriecke Y« 8. 61): 

TirodDcnbeig. 

-4» IC 4^749 NordoL 

4ß75 6742^ 15 19 51^61 Lobsduui, 

4^20 8648.2 46 50 49^7 Madumiee^BiisBiflcliesZeiilrai^ 

^35 6621.8 108 5 17/)47 Grodziec, Boflsiadies Zentrom, 

4^75 5034.5 188 11^72 Qnesch^ Lamenthiabq^e, 

TkmDy EreoZy 

4475 5004.9 188 38^99 Qraesche, Lanrentinskapene, 

Zentnnny 

4,702 5008^ 271 45 12^67 AnodbeEj^ Eloeteikiiche, Tmm, 

Helmstange, 

4^61 4622 284 27 48^3 Gi^owifz, 

4,554 6561^ 328 54 43,051 Lubetzko, Ehditiinii, 

Hefanstange. 

Auf don trigonometiisdieii Punkte Trockenbeig findet 
man die Nordriclitiing, wenn man z. B. die Hehnstange des 
Tannes der Klosterkirche in Annabeig entstellt nnd nach 
links hemm (von Westen über Süden nnd Osten) nm 
2760 V 54^^016 zurückgeht. Da der Richtongswinkel der 
Nordlichtang 355 <> 43^ 18^251 für den östlich vom Meridian 
dorch Banenbeig (bei Berlin), dem Anfangsmeridian der 
T/flndesanfnahme, gel^enen Punkt Trockenbeig ist^ so kann 
man anch von der Richtong nach Annaberg um den Winkel 
83 58' 5'',984 vorwärts (von Westen nach Norden rechts 
hemm) gehen, um die Nordrichtong zu erhalten. 

Die Nordrichtong (Richtong der o^ Achse) kann daher 
anf einem trigonometrischen Punkte der Landesaufnahme 
durch die Richtung nach einem von dieser eingestellten 
Punkte erhalten werden. 

Die Bestimmung der Nordrichtung durch astronomische 
Beobachtung liefert nicht genau dasselbe Ergebnis, weil die 
Lotlinie des Beobachtnngsortes, also auch die Lotachse des 
Instrumentes im allgemeinen nicht mit der Normalen des 
zu Grunde gelegten Ellipsoids übereinstimmt und deshalb die 
astronomische Meridianebene etwas von der Meridianebene 
dieses Bezugsellipsoids abweicht (Lotabweichung). Außerdem 
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kommt die Unsicherheit der astronomischen Bestimmung mit 
kleineren Instrumenten in Betracht. 

Endlich kann für Zwecke der Landmessung der Kom- 
paß verwendet werden, wenn die Ausweisung der Magnet- 
nadel berücksichtigt wird, um eine herzustellende Karte 
genähert zu orientieren. 

In allen Fällen, in denen eine Landesvermessung vor- 
liegt und ein genauer Anschluß an diese verlangt wird, wird 
die Nordrichtung durch Berechnung aus den geographischen 
Koordinaten der trigonometrischen Punkte abgeleitet (vgl. §73). 

§ 48. Koordinaten* Transformatioii. 

1. Zwischen den rechtwinkligen und Polarkoordinaten 
besteht in der Ebene folgender Zusammenhang. 

Für zwei Punkte P^ und Pg mit den rechtwinkligen Ko- 
ordinaten x^y^ und a^^2 y deren Entfernung s ist, erhält man 

x^ —Xi = s cosa , ^2 — yi = ^ ^^^ > 

wenn a der Sichtungswinkel der Geraden P1P2 (Winkel mit 
der a?-Achse) ist. Im folgenden wird auch bisweilen statt x 
die Bezeichnimg (P1P2) eingeführt werden, so daß 

^2 — ^ = -Pi^a • cos(PiP2) »2 — yi == -P1-P2 • ^MPiPi) 

geschrieben wird. Map, berechnet Entfernung und Richtungs- 
;^mikel, also die Polarkoordinaten des Punktes P2 in bezug 
auf den Punkt P^ aus den Formeln: 

»2-^1 



Xa -"" X- 



1 



«tgöt. 



^'':^ = '^'^ 



BUICC COSCC 



und wenn man y2 — Vi = ^y 9 X2 — x^ = Ax setzt, ist zur 
Prüfung: 

. ^ / = tg(45<> + oC) . 
Ax — Ay ^^ ' 

2. Wird das rechtwinklige Koordinatensystem verscho- 
ben, so daß der neue Ursprung im bisherigen System die 
Koordinaten x^y^ erhält, und gleichzeitig um einen Winkel e 
gedreht, den die alte positive ip- Achse bei ihrer Drehung 
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nach der alten positiven y- Achse zurücklegen muß, um in 
die Richtung der neuen positiven o?'- Achse zu gelangen^ so 
werden die neuen Koordinaten x'y' eines Punktes durch die 
alten xy aus folgenden Formeln erhalten (vgl. S. S. YIUj § 10) 

y' = {lf — yo)cos£ — (o; — iro)8inc , 
a?' = (y — y^ sine + (a; — x^ cosc . 

Durch Multiplikation dieser Gleichungen mit cos£ und 
sincj bzw. mit —sine und -fcosc und Addition folgen um- 
gekehrt die alten Koordinaten aus den neuen: 

y = yo + y'cosfi + ar'sin« , 

x^Xq —y' sine + ^' cose . 

Statt des Winkels e kann auch die Entfernung Sq des 
neuen vom alten Anfangspunkt gegeben sein. Dann ist 

y = y« + y'?^ + ^'v-, 

x = Xo — y'^ + x'^. 

Sq Sq 

3. Sind andererseits die Koordinaten von zwei Punkten 
im alten und im neuen Koordinatensystem gegeben, so läßt 
sich daraus die gegenseitige Lage der beiden Systeme be- 
rechnen. 

Es bestehen nämlich zur Bestimmung der drei Unbe- 
kannten Xq y^ e vier Gleichungen; wenn die Koordinaten 

^i^i^ ^il/i9 ^2^2 9 ^^2 i^ alten und neuen System für die 
beiden Punkte P^ und P^ gegeben sind: 

yi = (»1 — yo)cose — (a?! — x^) sin« , 
^1 = (yi — yo) siii« + (^ — ^o) C08« y 
yi = (y, — yo) cos« — (^2 — ^0) ^^ > 
^2 = (y2 — Vo) siii« + (^2 — ^0) C08€ . 

Die Aufgabe erscheint überbestimmt. Es besteht jedoch 
zwischen den bestinunenden Stücken eine Bedingungs- 
gleichimg, welche ausdrückt^ daß die Entfernung der Punkte 
P^ und P2 in beiden Systemen dieselbe ist 

s?.2 = (y2-yi)' + (^2-^i)' = (y'2-y'i)^ + (^2-^i)* = s?.2- 
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Diese Gleichheit der Entfernungen kann auch als spe- 
zieller Fall einer Maßstabsverschiedenheit beider Systeme 
aufgefaßt werden. Allgemein kann 

als hinzukommende Bedingungsgleichung zwischen beiden 
Systemen angestellt werden (für m => 1 erhalt man die 
d-leichheit). 

Führt man Polarkoordinaten in beiden Systemen ein^ 
so ist 

^2 —Vi =ssina, y^ — yi = 5'sina' , 

^2 "~ ^ = scosa, af2 — x[ = s'cosa', 
und wenn man dies einsetzt: 

yi — yi = 5sin(a — «) = s'sina', 

iCj — ^ = SCOS{(K — e) = S'COQOC' , 

also 

Aus dieser Gleichung wird e erhalten. Sodann können 
Xq und ^Q aus den zu An&ng aufgestellten vier Gleichungen 
auf doppelte Weise berechnet werden. 

Man kann die Gleichung für e noch umformen^ indem 
man 

tg(a — e) = zpr-i — r— = tg^c' 
^^ ^ 1 + tgatge ^ 

setzt; woraus 

i + tgatga' (^2-^i)(^'-^i) + (y2-yO(y2-yi) 

_ Jy Jip'— Ay' Ax 

AxAx' + Ay'Ay 
folgt. 

§ 49. Bestunmung eines Punktes auf geraden Lüden 

und aus Entfernungen. 

1. Kleinpunktsrechnung. Die Lage eines Punktes 
ist durch die zweier anderer gegebenen Punkte bestimmt^ 
wenn er auf der geraden Verbindungslinie derselben liegt 
und das Verhältnis der Abstände von beiden gegeben ist. 
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Ein besonderer Fall ist der^ daß der Abstand von einem 
der Punkte gegeben ist 

Ist auf einer Geraden von der Lange S mit fest ge- 
gebenen^ durch ihre Koordinaten x^tfi und XnPn bestimmten 
Endpunkten eine Anzahl von Punkten P»- mit den Koordi- 
naten XiPi eingemessen, so entstehen die Einzelstrecken 

5^,+i(t = 1.. .n — 1). 
Wird 

Pi+i — Vi = Ayi y Xi^i — Xi = AXi 
gesetzt, so erhält man die Koordinaten von P»-^ wenn noch 

tfH tf l • XfL ~~- X\ -m 

r. = Smai.n = a , p|-i = COSÄi.n = 

bezeichnet wird. 

»•-1 *-i 

9i =yi + ^^Vi = »1 + « ^s..<+i , 
1 1 

1-1 »-1 

Xi =x^+ ^Axi = iPi + 6 ^s,-.,+i . 
1 1 

Die Berechnung von Ayi und AXi wird geprüft durch 

^Jy. = a[5] =.yn — yi , ^AXi==h[s\ ^Xn — x^ . 
1 1 

2. Die Lage eines Punktes ist bestimmt^ wenn er auf 
zwei Geraden Uegt, die durch ihre Endpunkte gegeben sind. 

Gewöhnlich sieht man die vier gegebenen Punkte 
Pj , Pg , Pg , P4 als die Eckpunkte eines Vierecks an und den 
gesuchten Punkt als den Schnittpunkt der Diagonalen, und 
man spricht daher von der Punktbestimmung durch 
Diagonalenschnitt. 

Wenn man das Viereck allgemein auffaßt, erhalt man 
drei Diagonalschnittpunkte, nämlich 

(P,P,,P,P,), {P,P,,P,P,) und {P,P,,P,P,). 

Im folgenden betrachten wir den Schnittpunkt zweier 
Geraden P^ Pg und Pg P4 , deren Endpunkte durch ihre 
Koordinaten x^y^ x^y^ und X2y2 9 ^^y^ gegeben sind 

Man berechnet die Sichtungswinkel 

S 1 4 2 
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and stellt die Gleichungen der beiden Geraden auf: 

y — yi={x — ^i)tgai.8 , y — ^2 = (^ — i^)tga».4 . 

Hieraus kann man die Koordinaten (xy) des Schnitt- 
punktes berechnen. Es ist 

ä; (tgÄi.s — tga2.4) = »2 — yi + ^ tgai.8 — a?2 tga2.4 , 
woraus 

tgÄi.s — tga2.4 ' 

y = yi + (« — ^) tgÄi.s ^y2 + {^ — ^) tgöt«.4 

und ähnlich aus x^y^ und 2:4^4 erhalten werden. 

Vorteilhafter rechnet man jedoch mit Koordinaten- 
differenzen: 

y2 —yi — (^2—^1) tg ^2.4 / 

tg^l.S — tga2.4 

und zur Kontrolle: 

tgÄl.s — tga2.4 

3. Ein Punkt Pg ist bestimmt durch seine Entfernungen 
5i.8 und 52.8 von zwei durch ihre Koordinaten oo^y^ und x^y^ 
gegebenen Punkten P^ und Pg . 

Man sagt ia diesem Falle^ daß der Punkt P3 durch 
Bogenschnitt bestimmt ist. 

Denkt man sich die Höhe P3P4 = & in dem Dreiecke 
Pj^P2Ps gefällt^ welche die Gegenseite P1P2 — 51.2 in die 
Abschnitte P1P4 =jp, P2P4 = ff teilt, so kann P4 entweder 
zwischen P^ imd P^ fallen oder in die Verlängerung von P1P2 • 
Im letzteren Falle wird sich p oder q negativ ergeben. 

Aus 

q2 ^ sl, - A2 
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folgt 

(P + ?) (P — ff) = («1.8 + Si.s) (Si.8 — S2.8) . 

Man erhalt daher aus 

P — g ^ («1.8 + «2-8) («1.8 — «2.8) 

2 2s,.2 ' 

P + gt ^ «1.2 

2 2 

p und g und damit h aus den ersten beiden Gleichungen. 

Man betrachtet nun P-^^T^P^ und ebenso P^P^P^ als 
Polygonzüge mit dem Brechungswinkel von 90® in P4. 

Es ist (vgl. S. 87) 

1/4. — Vi = «i.4sinai.4 =-i)sinai.4 

y% — y* = 54.3sin(öCi.4±90®-— 180®) = +Äco8ai.4, 

a?4 — a?! =■ S1.4 cosai.4 = p cos ^1.4 

a^ — ^^4 = S4.8C08(äi.4 ± 90® — 180®) = +ÄsinÄi.4. 

Da femer 

^2 — yi = «1-2 sinai.t 

^2 — ^1 = 5i.tC0S«i.2, 

und 

wenn Pg und P4 auf derselben Seite von P^ liegen, 

Äi.4=180® + «1.2, 

wenn P^ und P4 durch P^ getrennt werden, so folgt aus 
obigen Gleichungen 

L «1-2 «1.2 J 

L «!•* «!•* J 

und ganz ähnlich leitet man ab: 



{ 
{ 



Vi 



L «1*2 «1.2 

[»M ~~* X^ m— ■* 
q^ - + ^ 
«1.2 



-^2 rr 1.^1-^2 
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Jedes dieser Gleichungspaare liefert Xgtfg, Die Differenz 
der ersten Gleichungen jedes Paares gibt mit Rücksicht auf 
p + q = Si.2 identisch yj "" Vi ^-uf beiden Seiten^ die Diffe- 
renz der beiden anderen x,-x,, womit im einzelnen Falle 
auch die Vorzeichen kontrolliert werden. 

Die Au%abe ist ihrer Natur nach unbestimmt^ insofern 
im allgemeinen zwei Punkte ihr genügen^ die beiden Schnitt- 
punkte der um Pi mit 5i.8 und um Ps mit s^.z als Radien 
geschlagenen Kreise. 

Beispiel aus einer Küstenvermessung (Lehrbuch der 
Navigation; herausgegeben vom ßeichsmarineamt^ lU^ S. 69). 

Nordosthuk y^ = —4004,4 m , x^= —609,8 m , 

Tafelbake ya = —2901,2 m , x^ = —3885,9 m . 

Femer sind gegeben die Logarithmen der Entfernungen in 
Metern: 

Nordosthuk bis Tafelbake 3,53864 = log5i.2 , 

Nordosthuk bis Bake K 3,64130 = Ic^^i.s , 

Tafelbake bis Bake K 3,59247 « logsg.s . 

Gesucht sind die Koordinaten von Bake K= P^. 
Wir setzen alle Entfernungen in Kilometern an. 

5i.8= 4,3782 km, 

52.8= 3,9126 km , 
5i.3 + S2.8= 8,2908, log= 0,91860, 
si.8 - 52.3 = +0,4656 , log = 9,66801 , 

l0g(5i. 8 + «2 . s) (Sl. 8 — «2. 8) = 0,58661 , 

logSi.,= 0,63864 , 

g-i? = +1,1168, 

g+jp = si.2=- +3,4565 , 

^ = 52.4 = +1,1699, 

p = 81.4 = +2,2867, 

p + q=^ 3,4566 als Probe, femer 

log 54. 8 = log& = 0,57213, übereinstimmend aus i) und q. 
Da q und p positiv sind, fällt P4 zwischen P^ und Pg . 

Galle Geodäsie. 13 
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Aus 

y2-yi = +U032, 

x^ — x^^ —3,2761 

berechnet man Äi.t = 16P23'20" und öCj.i = 341®23'20". 
Man muß nun ungefähr die Lage von Pg kennen, um zu 
entscheiden, ob äi.2 + 90® oder öCi.j — 90® «u nehmen ist. 
Im vorliegenden Falle ist 

ai., + 90o-251<>23'20", 
also 

0^4.8= 71 23 20. 
Es ergibt sich 

P COSöCi. 2 = iC^ — ■ 0?! = —2,1671 , 

psiuÄi.» =y^ — y^= +0,7298 , 

^cos^f.i = a?4 — a?9 = +1,1087 , 

g^sina».! = y^ — y^ = —0,3734 , 

&cos^4.8 = a^ — a?4 = +1,1916 , 

Äsina4.8 = ^8 — y* = +3,5383 . 
Nun folgt 

a^ — a?^ = Äcosa4.8+pcos«i.2 = —0,9764 km = —975,4 m 
y, — y^ =&sin^4.8+psinai.2 =- +4,2681 km = +4268,1 m 

und ebenso 

iCg- a;i=Äco8«4.8 + Jcosa2.i = +2,3003 km = +2300,3 m 
^8 ""^2 =ÄshiÄ4.8 + ff8ina2.i =«+3,1649 km = +3164,9 m 
Mithin sind die Koordinaten von Bake Ki 

y^ =. +263,7 m , a?s= —1585,2 m von P^ aus gerechnet, 
yg = +263,7 m, x^= —1585,6 m von P^ aus gerechnet, 

im Mittel +263,7 m —1585,4 m. 

Die auf anderem Wege hergeleiteten Koordinaten (a. a. O.) 
sind +264,0 und —1585,9 m. 
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Kapitel X. 

Punktbestiinmimg durch Einscimeiden. 
§ 50. Torwärtselnsehneldeiu 

Sind wieder zwei Punkte P^ und P^ durch ihre Ko* 
ordinaten gegeben, so kann ein Punkt P3 auoh durch die 
Richtungen (PiPg) und (PgPs) bestimmt werden. 

In der vorigen Aufgabe der Bestimmung durch Bogen- 
schnitt waren die Elntfemungen PiPg und P2PS gegeben, 
außerdem war auch die Entfernung P1P2 als bekannt an- 
genommen. Ist diese Entfernung nicht direkt gegeben, so 
kann dort ebenso verfahren werden wie im folgenden. 

Qegeben a\y^, x^y^, öcls, «2.3, gesucht x^y^ . 

Die Entfernung P1P2 und die Richtungen ^1.2 und «2.1 
müssen, wenn zwischen beiden Punkten nicht zusammen- 
gesehen und gemessen werden kann, erst berechnet werden: 

tgai.2= — , 

•*'2 •*'l 

5j , = y« ""yi ^ ^^^1 ^ yi — yg ^ ^—^t 

sin^i.2 .cosai.2 sinÄ2.i COSÄ2.1' 

ÖC2.1 = 1800 + 0^1.2. 

Wird nun 

gesetzt, so ist im Dreieck PiPgPs : Ä + B + C= 180<> zur 
Prüfung zu büden. 

Aus dem Sinus-Satz folgt 

und sodann ergibt sich 

ys = yi + 5i.s siuÄi.s = y« + «2.3 8mÄ2.s , 

X^= Xi + 5i.sCOS^i.8 = a;2+^2.3COSa2.8 • 

Die VermessungsanweiBung IX (trig. Formular 10) schreibt 
diese Formeln etwas anders: 

13* 
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Vs == Vi + ;^^®"^^^"*^i-» = y« + ^^^^-^^^^^'^ ' 

oder 

^* ^^ sin^i.s sinC 8mai.2 sinG 

. aj. — iCi sinJB . ^ — ^ sin J. 
a:. =ic, + -? i -r-77 CO8Ä1.8 = iC2+ -^ ^ -T-77COSÄ2.5 . 

Setzt man 

|y8=yi + ^yi=y2 + ^y2| 
\a?8 = ^1 + ^^ = ^ + ^^ r 

wobei 

^Vx - ^^2 = »2 - yi 
Jä^i — JiCi = a?2 — a?j 

als Beehenprobe dient, femer 

^2 — yi ^2 — ^1 



= m 



SO wird: 



Bin0(i.2 8in(7 co8«i.2Bin(7 ' 

^yi == ys — yi = wsinJB sinai.« , 
Jä^i = iCg — a?! =: I» siqjB cos^i. $ , 
^Vt = yz—y2 =- wsin^ sinÄ2.8 > 
Ja^ = a^ — arg = n» sin J. 008^2. s • 

§ 61. Beziehung zwischen BflekwSrtseinsehneideii und 

Yorwärtseinschneiden. 

Dem Yorwärtseinschneiden steht das Rüokwärtsein- 
schneiden gegenüber, durch das ebenfalls die Lage eines 
Punktes bestimmt werden kann. Hierbei ist der zu be- 
stimmende Punkt P der Standort des Beobachters, die durch 
ihre Koordinaten fest gegebenen Punkte sind die Zielpunkte. 
Da das Anzielen zweier Punkte P^ und Pj nur einen Winkel 
bestimmt, so würde dadurch der geometrische Ort des ge- 
suchten Punktes als ein Kreis mit dem gemessenen Win- 
kel (Pj PP^ = ä) als Peripheriewinkel über der die beiden 
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angezielten Punkte verbindenden Geraden PiP^ als Sehne 
gegeben sein. 

Wird noch ein dritter Punkt P3 angezielt, so wird ein 
zweiter Kreis als geometrischer Ort für P bestimmt, mit 
dem Peripheriewinkel P^PP^ = ß über der Sehne Ps-Ps- 
Dieser zweite Kreis schneidet den ersten im allgemeinen in 
zwei Punkten, von denen einer deijenige der angezielten 
Punkte^ nämlich Pg ist, in welchem die Sehnen P^Pi und 
P2P3 nach den beiden anderen angezielten Punkten sich 
treffen. Der andere Schnitt- 
punkt der Kreise ist der ge- 
suchte Punkt P. 

Außerdem ist gleichzei- 
tig ein dritter Kreis mit dem 
Peripheriewinkel 

P^PP, = a+ß 

über PiPs als Sehne bestimmt. 
Dieser geht aber gleichfalls 
durch Pf da er dem Dreieck 
Pi P3 P umschrieben ist. Man 
kann daher die Betrachtung 
auf zwei Ejreise beschränken. 
Es leuchtet nun ein, daß 
der gesuchte Punkt nicht auf 
dem Kreise Uegen darf, wel- 
cher dem von den drei ge- 
gebenen Punkten P^P^Ps ge- 
bUdeten Dreieck umschrieben 
ist^ weil dann die zwei (bzw. drei) Kreise, welche den geo- 
metrischen Ort bestimmen, zusammenfallen ^ also keinen 
Schnitt geben. Zugleich folgt daraus, daß die Lage des 
Punktes P in der Nähe dieses ^^gefährlichen'^ Kreises 
durch P1P2P3 die Bestimmung unsicher macht. Deshalb 
muß bei Auswahl der Zielpunkte beim Bückwärtseinschneiden 
darauf geachtet werden ^ daß dieser Fall nicht eintritt, 
daß also, wenn a und b die Abstände P1P2 und P^P^ 
zwischen den gegebenen Punkten und a und ß die m P 

gemessenen Winkel sind, nicht -=- = . ^ ist, sondern daß 

b smß ^ j 

beide Ausdrücke möglichst verschieden werden. -; — und-r— s 

o „ — gm^ 




Fig. 77. 



sm« 



198 Kapitel X. Punktbestimmung durch Einschneiden« 

sind die Durchmesser der beiden Kreise^ welche den Punkt P 
bestimmen. 

Die scheinbar sanz verschiedenartigen Au^ben des 
Vorwärts- und Bfid^emschneidensTassen si^ aofein- 
ander zurückführen. 

Sei P durch Anzielen von P^P^P^ rückwärts ein- 
sschnitten. Wir nehmen an^ daß die Bezeichnung der 
rei Punkte ihrer Beihenf olge entspricht, wenn die Bichtungs- 
Winkel in P wachsen^ also PP^ im Sinne der Drehung des 
Uhrzeigers erst nach PP^ y dann nach PP3 gelangt. Um 
P2 denke man sich einen Kreis mit dem Eadius 1 beschrieben 
und die drei Punkte PiPPg durch reziproke Badien in die 
drei Punkte P^P^Pz transformiert, so daß 

P^P^.P^Pi^P^P.P^Pi^P^P^.P^r^^l 

ist. Hieraus folgt die Ähnlichkeit der Dreiecke PP2P1 
und P^P^P^y die den Winkel bei P, gemeinsam haben, und 
der Dreiecke PP2P8 und P^P^P^y die ebenfalls bei P, 
einen gemeinsamen Winkel haben. Infolgedessen sind die 
Winkel gleich: 

(K = P,PP, = PiPiP, y ß^P,PP^ = P,PiPi. 

Mithin bestimmen dieselben Winkel, welche in P gemessen 
sind, um diesen Punkt durch Rückwärtseinschneiden fest- 
zulegen, von den Punkten Pf und Pi aus durch Vorwärts- 
einsdmeiden den Punkt P2 . Ist der Punkt P2 berechnet, so 
kann man ihn wieder in den gesuchten Punkt P trans- 
formieren. 

Zur Verdeutlichung (nicht als Paradigma für die prak- 
tische Rechnung^) möge ein Beispiel berechnet werden. Die 
Daten sind einem Beispiel von Jordan^ Vermessungskunde, 
Bd. n (1897) S. 305 entiehnt. 

Gegeben: 

P^P^ = a= 841,561, Ä= 240 58' 47", 
P2P3 = 6 = 1553,664 , /? = 41 2 58 . 
Wmkel PjPgPg = y = 174J^_37. 

240 15 22 . 



*) Ein Bechnungsverfahren mit Verwendung von Koordinaten 
gibt Bunge in Zeitschr. f. Vermessungswesen, Bd. 29, S. 313. 1899. 
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Berechnet: 

logPaP/ = log- = 7,074914 - 10 , 

Ol 

\ogF^ Fi, = log y « 6,808 643 - 10 . 

Aus Dreieck PiP^Pg erhält man logP^Pj = 3,378844 

„ PiP^F^ „ „ logPiP3' = 7,262402 - 10 
und die Winkel 

P3PiP3'=ÖC'=20 Viff'^ 

P^PiPi^ß' = 3 44 43, 

mithin im Dreieck PiPjPs die Winkel 

Ä-öc'= 220 57' 7", 

ß-ß'=^ 37 18 15 , 

3600 - (öc + /S+ y) = 119 44 38 

Summe 180« O' 0" 
und die Seiten 

logPfPa' = 7,106263 - 10 , logPj'P^ = 6,914776 - 10 . 

Hiermit ist P^ durch Yorwärtseinschneiden von Pf und P3 
aus bestimmt. 

Aus den Dreiecken P1P2 P^ und P^P^Pi erhalt man dann 

Ic^P^Pg = 6,732574 - 10 , 
mithin 

logPPjj« 3,267426 
und die Winkel 

Pi^«P2 = 86^45' 34" und P^P^Ps' = 870 28'3", 

deren Summe = ^ ist. 

Damit ist also die Lage von P durch die Entfer- 
nung P^P und die Winkel, welche diese Sichtung mit P2P1 
und P2P3 einschließt, gegeben. 

Umgekehrt kann ein Punkt Pj, der durch Vorwärts- 
einschneiden von den Punkten 1^ und P3 in bezug auf die 
Richtungen nach dem bekannten Punkt Pg bestimmt ist, 
durch Transformation nach der Methode des Bückwärts- 
einschneidens berechnet werden. Man transformiert Pf und P3 
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durch reziproke Badien in P^ und P3 und berechnet mit 
den gegebenen Winkehi P^^i^^^^^ ^'^^ ^2^-^ ^®^ 
Punkt P, in dem man sich die Winkel P^ PP^ = ^ ^^^ 
P2 PP^ = ß gemessen denkt Der so gefundene Punkt P 
wird dann wieder in den Punkt P^ transformiert. 

§ 52. Aufgrabe Ton JPcthenot. 

Die bereits im voranstehenden Beispiele behandelte^ wie 
es scheint zuerst von SneUius (1617) gelöste, aber gewöhn- 
lich nach Pothenot (1692) benannte Au%&be kann in folgender 
Form ausgesprochen werden: 

Es sind gegeben die Seiten P1P2 und P2PS sowie der 
eingeschlossene Winkel 7, gemessen die den gegebenen 
Seiten gegenüber liegenden Winkel x und ß im Punkte P, 
es werden gesucht die Seiten PP^ , PP^ , PPg . 

Bezeichnet man die Winkel bei P^ und Pg (Pig. 77) 
mit (p und tp^ so setzt man 

OBma 8m<p 

Ist die Beihenfolge der Punkte P^P^P^ so gewählt^ 
daß Ä < 180S ß < 180® ist, so kann X als spitzer Winkel 
angenommen werden. Zur Berechnung von tp und <p dienen die 
beiden Gleichungen: 

^ + V; = 3600-(a + /S + y), 

<«^ = tg^ctg(A + 450) 

(eine von cFÄlembert angewandte Umformung, vgl. § 19). 
Dann ist 

siJKx "" sma smp 

^ Binß 

Für die logarithmische Bechnung ist noch folgendes 
Verfahren von C. F. Qnuß bequem: Man berechnet 



1/-A- 

f sma 



a sin/S 1 



sma b cose 
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dann folgt 

tg9? = — tgecos2;|r, 

woraof die Entfernungen^ wie oben, gefunden werden. 

Zur Ableitung dieser Formel stellen wir die Identität 
auf (die man als Seitengleichung für den Punkt Pj be- 
zeichnen kann) 

und ersetzen die Seitenverhältnisse durch Verhältnisse der 
Sinusse der gegenüberliegenden Winkel in den Dreiecken 

siuÄ sin^^ b 
sin^ sin/3 a 

Es wird gesetzt: 

siRw aBinß ^ - 
. = , . = tg2;ccos£ , 
sm9? OQUKX ö A. 7 

wo 

9? + V + ß = 3600 
ist. Nun ist 

sin9?sin6 sin^^sine 



— *g9^ = I- 



sin^? cose — ßin(9? + e) sin9? cose + slny 

= tge^ 1 = tge . . ^ . = tge oos^y 

1 + s^Py ^ 1 + tg*^ ^ '^ 

sin 9? cose 

wie oben. 

Im FaUe cose negativ ist und tg;^ iina«inär würde, so 

kommt dies wegen cos^;^ = bei der Berechnung 

von tg9? nicht in Betracht Oder man führt «'=:«— 180*^ 
ein und erhält dann 



wenn 



ist. 



f sma I 
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§ 53. Pofhenotlsieren mit Koordinaten« 

In der Regel sind die gegebenen Punkte durch ihre 
Koordinaten bestimmt, und es werden auch die Koordinaten 
des gesuchten Punktes verlangt 

Die Preußische Y ermessungsanweisung wendet im trigo- 
nometrischen Formular 11 ein Verfahren an^ das sich des 
CoUins Qciiesi Hilfspunktes bedient. 

1. Denkt man sich durch den gesuchten Punkt P und 

durch die gegebenen Punkte 
P^ und Ps einen Ej-eis ge- 
legt, so wird die Richtung 
PP2 durch den mittleren 
der gegebenen Punkte, 
welche mit der Richtung 
PPi den beobachteten Win- 
kel «, mit PP^ den beob- 
achteten Winkel ß bildet, 
diesen Kreis im Punkte Q^ 
schneiden. 

Das Dreieck P^P^Q^ 
enthalt die Winkel a und ß 
als anliegende Winkel der 
Seite PiPsi die ihrer Lange 
nach gegeben ist oder sich 
aus den Koordinaten von 
P^ und P3 berechnen laßt 
Denn es ist Winkel 

P,P,Q,^P,PQ,^ö, 

als Peripheriewinkel über 
P1O2 und PsPiQi ^ P^PQt^ß als Peripheriewinkel über 

P3 V2 • 

Man berechnet daher die Koordinaten von Q^ nach den 

Formeln für Vorwärtseinschneiden (von den Punkten P^ 
und P3 aus) und erhalt aus ihnen und den gegebenen Koordi- 
naten von P2 den Richtungswinkel von ^2^* ^^^ ^^^ 
Dreiecken P^Q^P und PgOaP, in denen P^Q^ und P^Q^ 
aus Dreieck P^P^Q^ bekannt sind und die Winkel aus den 
Differenzen der Richtungswinkel (^2-Pi)? iQ^^^) ^"id {Q2P2) 
gebildet werden können, erhält man die Entfernung Q^ P und 
damit die Koordinaten von P. 
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Der Gang der Eechnnng ist demnach folgender: 

wenn die in § 48 eingeführten Bezeichnungen tar die Bich- 
tongswinkel benutzt werden, Si.^ die Entfernung von P^ 
und Pj, 51.^ diejenige von 1\ und Q2 usf. bedeutet. 

__ sina ^ sin/? 

{Pi Q,) + ß- {PiPs) > (PbPi) + ^ = (PbQ,) , 
y« = yi + Si.g8in(Pi0a) = ys + Ss.^sinCPjQ^) y 

X^ = X^ + Si.jCOS(Pi02)= iCg + Ss.qC08(P^Q2) , 

Werden noch P1Q2P2 und PgOgA ^^ Kürze wegen 
mit X und ^ bezeichnet, so erhält man diese Winkel aus: 

{Q,P) + X^{Q,P,), (O^Ps) + /*-(«, P) 
mit der Probe: 

« + /? + a + ^ = 180% 

sinJl sin/t 



8in(«H-/J)' »•' '•'•8in(« + ^' 
(PiP,) + i« = (PiP), (P,P) + ^ = (-P.-Pi) 
und damit die Koordinaten des gesuchten Punktes P: 

yp = yi+ Si.p sin(PiP) = ^8 + 58.p8in(PsP) , 

Xp^Xi + Si.pCOS(PiP) = a?5 + S8.pCOS(P8P) . 

Wie man aus der Fig. 78 ersieht, erhält man drei Hilfs- 
punkte Qi Q2 Qs 9 wenn man jede der drei beobachteten 
Achtungen bis zum Schnitt mit dem durch die beiden 
anderen eingestellten Punkte gelegten Ej^ise verlängert. 

PP^ schneidet den Kreis durch PP2P8 in Q19 

-^-'2 w }} )} ff -^-ML Ps >y Va I 

PPs ff ff ff ff PPi "2 ff Qz • 
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Es entstehen infolgedessen drei ähnliche Dreiecke^) 
QiPiPs^ Q%PiPb und 08^1^2 °iit den drei Winkeln öc, ß 
und 180^ — {(K + ß)f so daß man jeden der Pankte Q^ Q^Qs 
in derselben Weise, wie oben für Q2 angegeben ist, nach 
den Formehl für Yorwärtseinschneiden berechnen kann. Man 
erhalt^ wenn die auf Q1Q2Q3 bezüglichen Abstände und 
Koordinaten durch Akzente unterschieden werden, im An- 
schluß an die Figur: 

, sina , Qm((K + ß) r^ ^ 

„ ^ sina „ _^ sin/? ^ 

^'''^^''\m{(x + ß)' ^'-'-^^'''sini^ + ß) ^' ^*' 



„ __ si n(a + ß) .„ ^ sm^ 



y» V8 J 



sma ' sma 

<P, Ps) + 1800 - (« + ^ = (P, Q^) , (P, «1) + « = (P» P.) , 
(P, Pi) + « = (Ps «,) , (Px «,) + /?= (Pi P«) , 

(Pi P,) + /? = (Pi e») , (P, (^3) + 1800 - (« + /J) = (P, Pi) 
und damit 
y» = y« + s».jSin(Pjei) = yj + s'8.,8in(P8ei) 1 ^ 
4 = a^ + s',.jC08(P,Qi) = a^ + sJ.jCosCPgQi) / * ' 

y« = yi + «1-« 8">(Pi ^g) = y, + sj'.j 8in(Pg ^j) 

< — «1 + Si'.,COS(PiQ,) = Zg + ^'.,C08(P8 

yi" = yi + si'.', 8m(Pi «8) = y, + C8in(P, e,) 

»5" = »1 + si'.', co8(Pi0g) - a;, + iK,"., co8(P,<?g) / " '*'» 

Dann erhält man den gesachten Punkt P als Schnitt- 
punkt der Geraden PxQi, PtQ* °<^ *^^Q Formeln des 
§49, 2: 

„ _„ y» - yi - (a^ - ai)tg(P, Qt) 

' ^ tg(PiOi)-tg(P,g.) ' 

yp-yi = i^p - «i) <g(Pi Qi) 






^) Das ]>reieck zwischen den Mittelpunkten der drei Kreise 
ist ihnen ebenfalls ähnlich, da PP| , PP^ , jPP^ gemeinsame Sehnen 
je zweier Kreise sind, also die auf ihnen senkrechten Zentrallinien 
dieselben Winkel einschließen. 
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und zur Eontrolle durch ähnliche Formeln als Schnittpunkt 
von Pi Qi und Pg Qs und von Pg Q^ und P3Q3 . 

2. Der geometrischen Lösung , die den Punkt P als 
Schnittpunkt zweier Kreise mit den Sehnen PiPg bzw. P^P^ 
und den zugehörenden Peripheriewinkeln oc und ß findet, 
entspricht die folgende Auflösung von Bunge mit Koordi- 
naten, die auch die Koordinaten der Kreismittelpunkte 
liefert. 

Es mögen wieder die Richtungen (PPi), {PPi)f (PPs) hn 
Sinne der Uhrzeigerbewegung aufeinander folgen. Es ist 
dann: 

sinöc = sinßPPa) - {PPJ\ 

= sin(PP2) cos (PPi) - cos(PP2)sin(PPi) , 

COSÄ = COSKPP2) - (PP^)] 

== cos(PP2) cos(PPi) + sinCPPa) sin(PPi) , 
daher 

Vf-Vp ^-^P ^-^P Vi-Vp 



sma = 



Sg.« S\.p S%,p Si.4 



S^,p ^l'p ^9»p ^l»p 

oder 

Si.pSi.p&in(x = (^1 — Xp)(ff^ — i/p) — (yi — Vp) {iX)^ — Xp) , 
8i.pS%.pCOB(x = (a^ — Xp)(x2 — Xp) + (yi — yp)(sf2 — tfp) . 
Die durch Division entstehende Gleichung 

(a?i - a;p)(y2 - y^) - (yi - yp)(a;2 - Xp) ^ 

I 

bestimmt den einen geometrischen Ort Xptfp des Punktes Py 
ist also die Gleichung des Kreises durch PPi P^ , die auch 
in die Form gebracht werden kann : 

(x^-x^){Xi-Xp) + {yi-y^){y^'-yp) + {x^-Xpy + {y^-ypy ^ 

{x^-x^)(p^—yp)-(yi-y^){x^-Xp) ^ ' 

indem 

Xi—Xp^(xi-Xi)+{x^'-Xp) und y^-yp^i^x-y^+iy^-yp) 

gesetzt wird und {x^ — x^ (y^ — y^) im Nenner sich forthebt. 
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Setzt man nun 

(yi — y») ctg a + (a?! — x^) « Fl , 

(^1 — ^)<5tgöt — (yi — ^2) = ^1 » 

80 wird: 

(^p - a^a)* + (yp - y2)* = (p^p - ^2) 1^1 - (yp!- y«) ^1 • 

Ebenso ist 
sin/? - sin[(PP3) - (PP,)] , 008/S = cosKPPs) - (PP,)] , 
und man erhalt in derselben Weise^ wenn 

(ys - y2)ctg/S - (a;8 - i^i) = Fj , 

(a?8 - i»2)ctg/S + (ys - y2) = üi 

gesetzt wird, als Gleichung des zweiten Kreises (mit der 
behne P^Ps und dem Peripheriewinkel ß) 

(xp - x^y + (yp - y^y = -(xp- ^2) ^^2 + (yp - y2) ü^ • 

Durch Subtraktion beider Gleichungen folgt 

Setzt man 

Xp ^2 Vp y2 

C^i + üi" Fi+F, -^' 
SO erhalt man durch Einsetzung von 

^p-^ = ö(üi + c/«)^ yp-yi^Q{yi+y%) 

in jede der beiden Kreisgleichungen 

Q'm, + ü,y + {r, + v,y] = Q(ü,r,--r,u,). 

Für ^ = ist Xp^x^, Vp^Vt^ d- b. man erhalt Pj 
als Schnittpunkt beider Kreise. Die andere Wurzel: 

liefert den Punkt P mit den Koordinaten 

«, = «;, +e (Di + Ü,), 

%. = y* + e(n+i^»)- 

Für {JiCTgFiF, erhält man noch andere Ausdrücke, 
wenn r^ und r, die Halbmesser beider Kreise sind: - 
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tTi « (a^ — x^)cig(x - (yi — y^) 

= si. s cob(P2 Pi) ctgÄ — Si. s sin(Pg P^) , 

^1 ^ -£^^^«K^«^i) + ä] = 2n cosKPaPJ + «] , 
ebenso 

Fl = -^ sin [(P,Pi) + «] = 2r, 8in[(P,Pi) + «] , 

^« - ^<^«K^«^8) - /J] = 2 r, cosKPjPg) - ß\ , 

^^ = -^ «^K^« ^b) - /?] - 2 r, sinKP, P,) - /?] . 

Beachtet man, daß {P^Pi) + » und (PgPg) — j8 die 
Bichtongswinkel der Tangenten an den beiden Kreisen im 
Punkte Pg sind, indem diese Tangenten mit den Seimen 
P2P1 und P2P3 Winkel einschließen, die den Peripherie- 
vdnkeln » und ß über den Seimen gleich sind, so sind die 
Tangentialgleichungen 

xt^x^ + <co8[(PjPi) + ä] , xi = x^ + «'cosRP^Ps) - ß] , 

yt^y^ + i öinKP^Pi) + ä] , yi^y, + t'8m[{P^P^) - ß] . 

Die Koordinaten der Kreismittelpunkte erhalt man, 
wenn man in P, auf den Tangenten die senkrechten Radien 
r^ bzw. r, errichtet: Wenn man vorübergehend {oc^ , ^2) ^^ 
Koordinatenanfang betrachtet, hat man das Koordinaten- 
system um —90^ im einen Falle, um +90® hn anderen 
Falle zu drehen und ^ = r^ , ^' = r^ einzusetzen. Man erhält 

Y 

x„, = x^ + r^ sinKPgPi) + ä] = ir^ + -^ , 

ym==y2-^lCOS[(P2Pi) + ÖC]=y2- ^ 



a?m = ^^2 — ^2 si^^K^a Js) — )8] = a?a 



2 



yi - yt +r3COS[(P2P8)-)8] =8^2 + ^ 

(vgl. hierzu S. S. VIII, § 13, Au%. 11 für w; = 90®). 
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3. Die LösnDg unter 2. wird bei Benutzung der numerischen 
Werte geeignet sein, dasselbe gilt auch für die folgende von 
J7. Grckßmarmy die von Sossna auf den Gebrauch der Bechen- 
masdune und einer numerisch -trigonometrischen Tafel zu- 
geschnitten ist. 

Denkt man sich auf den drei von Pj ausgehenden Gre- 
raden P^P^, P^P, P^P^ in den Endpunkten P^, P und P» 
Senkrechte errichtet, so schneiden sich diese in zwei Punkten 
^ und 1? . Die entstehenden Vierecke P^ P^ PQ xmd Pg P« PB 
sind Kreisvierecke. Zieht man die Kreisdurchmesser P^Q 
und P^RfBo sind in den dadurcGTgebildeten Dreiecken P^ Pg Q 
imd P^P2B die Winkel bei Q und R offenbar gleich x 
bzw. ß als Peripheriewinkel über-den Sehnen P1P2 bzw. P^Ps* 




Fig. 7a 

Wir erhalten demnach, wenn Si.q die Entfernung P^Q 
und s$,r die Entfernung P^R usl bezeichnen: 

Sl., = 5l.2Ctg«, (Pi(2) = (PiP,) + 90S 
S3.r = 52.»Ctg/S, (P8i?)=:(P3P,)-90% 

(l)Wq—yi = Si.gSm{P^Q)= Si.2CtgÄCOS(PiP2)= (X2—x^)ctg(x 

a?g— ai=Si.gCos(Pi^)=--Si.2Ctgasin(PiP2)=--(yg— yi)ctgÄ 
yr— »8= «»T »in(A^)= — ««-s ctg/* cos(P8P2)= — (a?2 — aTj)ctg/? 

a^r — ^8=«3.rCOS(P8i?)= «J-sCtg/S sin(P8P2)— {y2'-ys)^^ß 

oder auch 

^»« = »ff - »2 = »1 — »2 - (^1 - ^)ctgöC , 

Ja?, = o;, — a?3 = iCi — a?2 + (yi — ^3) ctg^ > 

Jyr = yr — »2 = ys - ^2 + (^ — ^)ctg/? > 
AXr = Xr — ^2=^—^2— (ys — y%)<^^gß • 
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Daher sind die Richtungswinkel der aufeinander senk- 
rechten Greraden QR und P2P: 



(2) 









Die Entfernung P^P=s%,p ist femer 



.^ is%.p = Ax^ cos(P2 P) + Ayq &m{P^ P) 

1 = J^,cos(P2P) + Jy,sin(P2P) , 

da man AxqAtfq bzw. AXrAy^ als Koordinaten von Q und 12 
in bezug auf P, als Anfangspunkt ansehen kann und 
P2P= s^.p als a^Koordinate derselben Punkte in einem um 
den Winkel {P^^ gedrehten Koordinatensystem. 
Dann erhält man 



{Vp- 
\xp^ 



X2+ S2.pQO^{P^F) . 

Berechnet man noch 
(PP,) = arctg^^, (PP3) = arc<«^^, 

Jy-^ "—' Jyp Xq SUp 

SO ergibt sich als Prüfung 

(X ^ (PP,) •- (PF,) , 
ß = (PP3) - (PP,) . 

§ 54. Physische Möglichkeit der pothenotischen 

Bestimmung. 

Die Frage ^ ob die pothenotische Bestimmung eines 
Punktes möglich oder unmöglich ist^ kommt für wirklich 
ausgeführte Messungen nicht in Betracht. Sie erhalt nur 
dann eine praktische Bedeutung^ wenn in den Beobachtungs- 
zahlen ein Fehler vorliegt^ indem dann gefragt werden kann, 
ob die nach drei gegebenen Punkten angesetzten Winkel in 
einem Punkte gemessen sein können oder nicht. (Vgl. Oauß 
Werke Bd. VIII S. 309 f.) 

Galle, Geodäsie. 14 
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Es mögen die drei Entf emongen des gesachten Punktes P 
von den drei gegebenen Punkten P^, P,, Pg mit s^y s^, s^ 
bezeichnet sein. Setzt man 

so kann man die Maßstabseinheit /i so bestinmien^ dafi 

it» = ist Dann wird 

^ mpq 

S-t = "5 « 5« ^ S • So = 



vi; \ ympq ympq l^PQ 

{ also $1 5, 83 » 1 . 

Bestimmt man nun drei Punkte Ä, B, C auf den 
Strahlen PP^, PP^, PP^ so, daß 

PP^^PA = PP, .PJ8« PP« . PC= 1 , 

so erhalten wir für diese durch reziproke Radien transfor- 
mierten Punkte die Abstände vom gesuchten Punkte mit 
Sücksicht auf (1) 

111 
(2) PJ. = — = S2*S> PJ8 = — ««8*1? PC=— ^ s^s^ . 

Sj $2 Sj 

Werden noch die Winkel um P der Symmetrie wegen 
etwas anders als firüher bezeichnet, nämlich 

{ F^FP, = APB = y , P,PP,=BPC=x, 



{ 






und die Seiten 

ÄB=c, BC = a, AC'=b, 

so ist mit Büokflicht auf (2) 



2 



c« — P^* + PS' - 2 P^ . PÄ . cos y = ^ + ^ — -=- 008 y 

^1 ^2 *1 ^ 

= ^2^ («1 + *i - 25iSj cosy) . 

Andererseits ist 

P1P2 = 5J.2 = 5? + «2 — 2 «1 Sg cosy ; 
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(4) 



«1.2 
C = = «1.2 Ss 

S1S2 
Sl.8 



und analog b = — '— = Si.3 «2 > 



«2.8 
a = — — = S2.3Sl. 





A 

Fig. 80. 

Nun sind die Dreiecke ähnlich: 

also ihre Winkel gleich und zwar außer den Winkeln in (3) 
wegen 



sinPPiPg PP^ s^ 
sinPP^Pi^ PP^~~ Si 



sinPPgP, 



8 



sinPPgPg PP^ 
sinPPgPi PPi 



>8 



'2 



PA ^ sinPBA 
PB ~~ sinPAB 

PB ^ sinPCB 
PC ~ sinPJBC 

PC smPAC 



(5) 



sinPPiPg PP3 

PPlP3=PC^==[l], 

PPiP,=»P5^=[2], 
PP,Pi = P^JB=[3], 



»8 



PA smPCA 

PP,P,^PCB=[^], 

PP,P, = PBC=[5], 

PPsPi^PAC=[6\. 

Zeichnet man die beiden Dreiecke P^P^P^ und ABC 
in zwei getrennten Figuren und nimmt zunächst an, daß der 
Punkt P im Innern der Dreiecke liegt, so sieht man sowohl 
aus den Figuren, wie aus vorstehenden Relationen, daß die 
kurz mit P^ P^ Pq bezeichneten Winkel des gegebenen Punkt- 

14* 



(6) 
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dreiecks und die Winkel ABC des Dreiecks der transfor- 
mierten Punkte sich folgendermaßen zusammensetzen: 

fP, = [l] + [2] P, = [3] + [4] Ps = [5] + [6] 

P^ + P^-\-Pt = 180» 
^-[3] + [6] 5 = [2] + [5] Cr-[l] + [4] 

^ + ^+C=180». 

Aus jeder der beiden Figuren liest man femer ab: 

r [2] + [3] + y = 180« [4] + [5] + « - 180» 
^' \ [6] + [1] + /S = 180» , 

mithin bestehen folgende Relationen zwischen den gemes- 
senen Winkeln », ß, y und den Winkeln des Dreiecks der 
gegebenen Punkte P^, P,, Pg: 

I« - Pi = 180»- [4] - [5] - [1]- [2] = 180»- C-P=-<1 
i8-P, = 180»-[l]-[6]-[3]-[4]-180«-^-C7-£ 
y-Ps = 180«- [2] -[3] -[5] -[6] = 180« -5-^= C 
Man hat nun nach dem Sinussats 

sin^ eaiB_8mC 

, a ~ b c 

oder 

(9) / 8in(« - P,) sinQS - P,) ^ 8in(y - -P«) _ ^ 

l 5lS2.8 S««!« S«5i.2 ' 

indem der gemeinsame Wert ii der drei Brüche später er- 
mittelt wird. 

Da die Nenner immer positiv sind^ so folgt als Be- 
dingung für die Möglichkeit"^) der pothenotischen Bestimmung^ 
daß die drei Sinusse dasselbe Vorzeichen haben müssen. 
Diese Sinusse sind anders geschrieben: 

sin [{PP,) - (PP,) - (Pi P,) + (P, P,)] 
sin [(PPs) - (PP,) - (P, Pg) + (P, P,)] 
sin [(PPJ - {PP,) - (PgPi) + (PgP,)] . 

Man sieht sofort^ daß, im Falle diese drei Sinusse 
gleiches Zeichen haben, also die Aufgabe möglich ist, die 
Umkehrung einer Sichtung, z. B. (PPi), das heißt ihre An- 

♦) Daß die Bedingung zureichend ist, wird a. a. 0. S. 327—330 
gezeigt. 
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dening um 180^^ das Vorzeichen von zweien der Sinusse 
ändern würde^ also, da der dritte unverändert bleibt^ die 
Unmöglichkeit der Aufgabe herbeiführen würde. 

Sind umgekehrt die Vorzeichen ungleich^ ist also die 
Angabe unmöglich^ so wird sie in eine mögliche verwandelt^ 
wenn man eine Richtung^ aber nicht eine willkürliche ^ um 
180^ äadert Wenn man diejenige Richtung^ welche zwei 
Sinussen von ungleichem Vorzeichen gemeinsam wäre, um 
180^ änderte 9 so würde die Ungleichheit bestehen bleiben. 

Ist einer der Sinusse null, so fällt der gesuchte Punkt 
mit einem der gegebenen zusammen^ daher bleibt dieser 
Fall ausgeschlossen. 

Die Gleichung (9) kann auch als geometrischer Satz 
ausgesprochen werden: 

Sind s^, s^j Sq die Entfernungen eines Punktes von den 
drei Ecken eines Dreiecks^ denen die Seiten s^.^, Si,^, Si,^ 
gegenüberliegen^ und man bildet ein Dreieck mit den Seiten 
^1^2.3 9 ^s^i.s und ssSi,2y so sind die Winkel desselben 
die Differenzen der Winkel um den inneren Punkt und der 
Winkel des ersten Dreiecks. 

Bilden die vier Punkte P, P^, Pg, Pg nicht wie in 
Fig. 80 ein eingeknicktes, sondern wie in den Fig. 77 — 79 
ein einfaches Viereck, in dem der gesuchte Punkt P außer- 
halb des Dreiecks P1P2PS lieigt, so treten, wie man sich an 
einer dieser Figuren überzeugen kann, an Stelle der Glei- 
chungen (6) die folgenden: 

Pi = [l]~[2J P, = [5] + [6] P8«[4]-[3] 

^ = [3] - [6] B = 360^- [1] - [4] C^ [2] - [5] 

und an Stelle von (7): 

[l] + [6] + y = 180o [4] + [5] + a = 180o [2]+[3]-/? = 180ö 

Man erhält statt (8): 
a-Pi=360ö-J[ )S-P, = 3600-5 y-Pg = 360<>-C. 

Die Gleichung (9) bleibt daher auch in diesem Falle be- 
stehen. 

Der Wert fl der drei Ausdrücke in Gleichung (9) läßt 
sich durch den Radius r des dem Dreieck P^P^Pg um- 
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schriebenen Kreises und die Entfernung A des Punktes P 
vom Mittelpunkte M dieses Kreises ausdrücken. 

Wird ll^x^ bis zum anderen Schnittpunkte P[ mit dem 
Kreise verlängert gedacht, so erhält man ein gleichschenk- 
liges Dreieck T^MB^ mit PiM = P/Jf- r und durch An- 
wendung des Kosinussatzes 

Da Pi'PjPs = P/PiPs = [1] als Peripheriewinkel über 
der Sehne P/Ps und PiP/Pj -= P1P3P2 = Pj als Peripherie- 
winkel über der Sehne P^ P, ist, so folgt nach dem Siuussatz 

pp, ,, , Bin([l] + [4]) 

mithin 

2 A2— 8mO_ Bin (y — Pg) 

^ ^ smPg ^ * smPg 



oder auch mit Rücksicht auf 2r = 



sinPg 



r«-J2 sin(y-P3)_^ 



Man kann femer noch einen anderen Ausdruck für Q 
finden. Nach (8) und (6) ist 

^ _ 8in(a -- Pi) ^ sin J. ^ sin([3] + [6J) 

Sl S2.8 Si S2.3 5i 52.8 

= — - — (sin [31 COS [6] + cos [3] sin [6]) 
oder wegen 

sin [3] = — ^ sin y sin [6] = — ^ sin j8 

Sui 5l.8 

fl ^ ^5j 3 giny co8[6] + S1.2 siujS cos [3]) . 

51.2^1.8 52.8 

Mit Rücksicht auf 

«3 = «1.8 cos [6] + 5i cos^ 
«2 = S1.2 cos [3] + «1 cos y 
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folgt 

Q = (— «1 cos/Ssiny+Sg siny — s^cosy ßin/S+Sg sin/J) 

^1.2 5i.8 «2.3 

(— «1 sin [)S + y] + «j ^^^ß + «s ß*'*}') ^^er 



5l.2*l.s52.S 



fl= («1 sina + «2 sin/8 + Sg siny) . 

«1.2 5i.8 «2.8 

§ 55. Ansgleichniig beim Yorwärtseinsehneiden mit 
Hilfe einer fehlerzeigenden FIgnr. 

Die Bestimmung eines Punktes nach den besprochenen 
Methoden wird in der B^el die Ermittelung einer genäherten 
Position zum Zwecke haben, weil die Beobachtung von über- 
schüssigen Sichtungen zur Kontrolle nur ausnahmsweise 
unterlassen werden wird. 

Ist ein Punkt durch Vorwärtseinschneiden von drei 

Standpunkten aus bestimmt, so daß drei Yisierstrahlen statt 

der notwendigen zwei vorliegen, so entsteht ein fehlerzeigendes 

Dreieck, da je zwei der Strahlen einen Schnittpunkt Uefem, 

S • 2 
also -3 — ^ = 3 Schnittpunkte erhalten werden. 
1 • Ä 

Die dadurch notwendig werdende Ausgleichung bezweckt 
einen Punkt so zu bestimmen, daß die Summe der Quadrate 
der Bichtungsanderungen der Strahlen ein Minimum wird. 

Bezeichnet man mit s^ s^ s^ die Längen der von den 
Standpunkten P1P2PS nach dem gesuchten Punkte P ge- 
zogenen Strahlen, wobei man immer Näherungswerte für 
diese Längen einsetzen kann; mit a,b, c die Seiten des 
fehlerzeigenden Dreiecks, mit e^e^e^ die Abstände des ge- 
suchten Punktes von diesen Seiten, so kann man unter 
Vertauschung der Sinusse mit den Winkeln 

öl 02 03 

als Verbesserungen der Richtungen (Richtungswinkel) ansehen. 
Mit Rücksicht auf {eia + e^b + e^c) = 2A gleich der 
doppelten Fläche des Dreiecks ist die Bedingungsgleichung 
für die Verbesserungen 

as^Vi + hs^v^ + csg Vg + M'* = , 
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indem w = — 2 A q" den Widersprach bezeichnet^ der infolge 
des NichtSchneidens der drei Strahlen in einem Punkte oder 
infolge der Entstehung des fehlerzeigenden Dreiecks auftritt. 
Ist y. die Korrelate der Bedingungsgleichung^ so erhalt man 
die Verbesserungen, für weldie |j?t;t;] =» Min. wird, durch 

mithin 

asj 65? cs§ 
Ci : ^ : Cg = t?! s^ : t?5j «2 • ^8 *8 =^ — : — - : — , 

indem PiP^Ps die Gewichte sind, welche den drei Richtungen 

zuerteilt werden. 

^ Wenn man daher 
ein dem fehlerzeigen- 
den Dreiecke ähnliches 
Dreieck konstruiert, 
dessen Seiten den Sei- 
ten üf b, c parallel 
sind, und wenn ihre 
Abstände 

asl bs^ csl 

JPi ' Pi ' Ps 

^^* ®^' betragen, so schneiden 

sich die Verbindungslinien entsprechender Ecken der beiden 
Dreiecke in dem gesuchten Punkte. Die Parallelen werden 
entweder nach außen oder nach innen gezogen, d. h. konse- 
quent nach der Seite des dritten Punktes hin oder von ihm fort. 

§ 56. Yerfahren ron Bertot. 

Ist ein Punkt von n Standpunkten aus eingeschnitten^ 

so erhält man — ^ — ^r-^ Schnittpunkte je zweier Zielstrahlen, 

1 • 2 

die eine fehlerzeigende Figur bilden. Für die Bestinunung 
der plausibelsten Lage des gesuchten Punktes kommt unter 
den graphischen Ausgleichungen das jBerfe^sche Verfahren 
in Betracht, das auch in der Preußischen Vermessungs- 
anweisung IX Aufnahme gefunden hat. 

Aus dem im vorigen Paragraphen behandelten Falte 
dreier Zielstrahlen (n = 3) ersieht man, wie man die Strahlen- 
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läDgen bei der Gewichtsfestsetzung berücksichtigen kann, und 
daß man daher die Aufgabe auf die Bestimmunir eines 
Punktes in der Schnittfigafzurackföhren kann, für §en die 
Summe der Quadrate der Abstände von den einzelnen 
Strahlen ein Minimum wird. 

Sind nämlich p' die den gemessenen n Richtungen 
(Richtungswinkeln) zukommenden Gewichte und setzt man 

— ±- » dt wobei die Richtungsverbesserungen v,- in Sekunden 

ausgedrückt sind, so 
läßt sich die Be- 
dingung 

\p'vv\ = Minimum 

ersetzen durch 

[pee\ = Minimum, 



wenn2)=jp 



,Q 



fft 



r2 



em- 




>8r 



geführt wird, wie aus 
§ 55 ersichtlich ist. 

Die Schnittfigur 
stellt man ingrößerem 
Maßstabe (etwa 1:10) 
dar und bezieht sie 
auf ein Koordinaten- Fig. 82. 

System, dessen Ab- 
szissenachse (Achse der f) der o;- Achse und dessen Ordi- 
natenachse (A^chse der rj) der y- Achse parallel sind. Als 
Anfangspunkt dieses für die graphische Darstellung der 
Schnittfigur eingeführten Koordinatensystems wählt man z. B. 
einen Eckpunkt der fehlerzeigenden Figur, dessen Koordi- 
naten x^y^^ nach den Formeln des § 50 berechnet werden. 

Die Schnittpunkte der Zielstrahlen mit den Koordinaten- 
achsen werden scharf berechnet, so daß sie mit der |-Achse 
denselben Richtungswinkel wie mit der ursprünglichen 
o;- Achse einschließen (oder man berechnet nur je einen der 
Schnittpunkte und trägt die Strahlen mit den Richtungs- 
winkeln (Xi ein). 

Zur Berechnung dieser Schnittpunkte dienen im An- 
sdiluß an Fig. 82 folgende Formeln. 
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Sind Xiifi die Koordinaten des Standpunktes, von dem 
der Zielstrahl mit dem Bichtungswinkel <Xi ausgeht, so sind 
die Koordinaten der Schnittpunkte dieses Zielstrahles mit 
der I- und 17-Achse im a^-y-Koordinatensjstem: 

daher erhalt man 
-Jf^M-^i^a, und auch »»±^111^' =, lg«. 

oder Ä= — (a?o — Xt) + (yo — y*)ctgao 

^<= -(yo — y.) + (^0 — ^.^tg^o 

für die Berechnung der Schnittpunkte 

(f,, 0) und (0, iy,) 

des Strahles. 

Der Erläuterung des .BSerMschen Verfahrens werden 
zunächst einige Hilfssatze vorangestellt. 

I. Sind Si fli die Koordinaten von n Punkten und f ^ 17^ 
die Koordinaten eines gesuchten Punktes, der die Eigen- 
schaft hat, daß die Summe der mit den Gewichtszahlen p^ 
multiplizierten Quadrate der Abstände Ci von jenen ein 
Minimum gibt, so ist Iq 170 der Schwerpunkt der Punkte f»f}«> 
wenn man sie mit den Massen Pi belegt denkt. 

Aus 

11 1 

folgen nämlich durch Differentiation nach Sq und fjQ die 
Minimumsbedingungen : 

n w 

1 1 

also 

das sind die Gleichungen des Schwerpunktes. 

Die Wahl des Koordinatensystems ist hierbei wülkfir- 
Hch, die Summe der mit p«- multiplizierten Projektionen der 
Entfernungen auf eine beliebige Gerade in der Ebene ist 
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nacb (1) gleich null^ und wenn im speziellen Falle der Schwer- 
punkt auf der Abszissenachse liegt^ ist 2pi tji = 0. 

TL Ist ein Punkt Pq (Sq i]q) gesucht von der Beschaffenheit, 
daß die Summe der mit den Gewichtszahlen p^ multiplizier- 
ten Quadrate seiner Abstände e^ von n Geraden li ein 
Minimum wird, so ist dieser Punkt der Schwerpunkt der 
Fußpunkte Pi der von ihm auf die n Geraden gefällten Senk- 
rechten. 

Der senkrechte Abstand P^ iZ,- = Ei eines beliebigen 
Punktes P^ von einer Geraden If ist kleiner als der Ab- 
stand von einem anderen Punkte derselben Geraden, z. B» 
als der Abstand P^P^^Di vom FuJßpunkte P< der Senk- 
rechten P^Pi^Ci. Also ist auch 2piBl> 2piEf . Nach 
Voraussetzung ist aber l^PiCi <2piEi^ also um so mehr 
^Pi^i^^^Pi^ij mithin ist nach I. Po der Schwerpunkt der 
Fußpunkte Pi. 

HL Man denke sich über der Verbindungslinie eines 
beliebig gewählten Punktes P^ der Schnittfigur mit dem ge- 
suchten Punkte Po(fo^o) ^^ Durchmesser einen Kreis K 
beschrieben und fälle von beiden Punkten Pq und P^ auf 
die n Geraden li Senkrechte PoP,- und PiBi. Die Senk- 
rechten P^Bi mögen den Kreis K in Qi schneiden (Fig. 83). 

Nach n. ist Pq der Schwerpunkt der Punkte Pi mit den 
Massen Pi. Der Schwerpunkt der Fußpunkte iZ,- sei mit 
S bezeichnet. Als Abszissenachse werde nun vorübergehend 
P^S angesehen. Dann ist nach I (1) die Summe der mit 
Pi multiplizierten Projektionen der Entfernungen PoPi auf 
P^S gleich null^ ebenso die Summe der mit pi multiplizierten 
Projektionen auf eine in P^ zu P^S senkrecht gedachte 
OrdJnatenachse. Nun sind Q^Ri = P^Pi gleich und parallel, 
mithin sind auch die Summen der Projektionen von Q«i^- auf 
beide Achsen null. 

Folglich sind die Summen der Projektionen von P^JR»' 
gleich denjenigen von PiQi auf die beiden Achsen. 

Die Koordinaten von Qi seien St Vi y ^^^ ^^ Massen Pi 
seien in Qi dieselben wie in P^^ femer die Koordinaten von 
iZi. seien ^'^^i und die Massen wiederum Pi^ endlich die 
Koordinaten von S seien lo^o* 

Da /»(ftiyi) der Schwerpunkt der Punkte RiiS?vY) ist, 
so ist nach I. 
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oder 

2pi (li - 15 + 15 - fiO = , 2p, (fi'o - Vi + Vi - <) = . 
Da aber nach dem Gesagten 

^Pi{^'i-sr)-o, SpM-Vi')-^ 

\&ty so folgt 

» __ ^Pi^i . _ ^PiVi 

^^"" üp, ' '^'~' 2p, ' 

Nun ist nach der Bemerkung unter I. i;^ = ^ also ist 
auch 8 der Schwerpunkt der mit den Massen p, belegten 
Punkte Qi. 

IV. Wird ein beliebiger Punkt P^ in der Nähe des gesuchten 
Pq angenommen und ein zweiter Kreis Tc beliebig hindurch- 
gelegt^ so mögen die Senkrechten P^iZ,- den Ej*eis k in den 
Punkten q, schneiden^ und 5 sei der Schwerpunkt der Punkte 
qiy die mit denselben Massen jp,- belegt angenommen werden. 

Da die Punkte q, auf den Senkrechten P^Q, liegen^ so 
sind die Peripheriewinkel, die zu den Bogen q^ qx des Kreises k 
und zu den Bogen QhQx des Kreises K gehören^ einander 
gleich (indem i = x und i = X beliebig gewählt werden): 

Mithin sind auch die in beiden Kreisen zugehörigen 
Zentriwinkel einander gleich. Daher sind die Polygone 
& ^2 - • •?*• nnd QiQi* ' •Qn einander ähnlich^ und die Schwer- 
punkte s und 8 liegen in beiden Kreisen ähnlich^ da ja die- 
selben Massen p, für q, und Q, angenommen wurden. Ferner 
liegen auch die Punkte t und T ähnlich^ in denen P^/S die 
beiden Kreise schneidet, ebenso wie der Schnittpunkt tzq 
von PiPq mit dem Kreise k ähnlich wie Pq in K liegt. 

Dann müssen auch die Strahlen ts und TS die 
beiden Kreise in ähnlich gelegenen Punkten treffen. Ist 
also Jii der Schnittpunkt von ts mit dem Kreise k, so muß 
TT^ der zu P^ im Kreise K ähnlich liegende Punkt in k sein. 
Da alle Strahlen durch P^ ähnlich gelegene Punkte q,, Qi 
ausschneiden, so muß der dem Punkte P^ selbst entsprechende 
Punkt jr^ auf der Tangente in P^ am Kreise K liegen^ also 
n^ kann auch als Schnittpunkt dieser Tangente mit k ge- 
funden werden. Mithin ist n^ tiq ein Durchmesser des Elrei- 
ses k, wie man auch auf folgende Weise begründen kann. 
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Die Peripheriewinkel, welche durch die von n^ aus- 
gehenden Strahlen nach qiy7iQ,t im Kreise Je gebildet werden, 
sind den durch die 
Strahlen von P^ nach 
denselben Punkten, 
also auch den von 
den Strahlen PiQi, 
P,P,, P,T ge- 
bildeten Peripherie- 
winkek im Kreise K 
gleich. Da Pj Pq der 

Durchmesser des 
Kreises K ist, also 
durch seinen Mittel- 
punktgeht, so mu£ 
die im Kreise h ahn- 
lich gelegene Gerade 
ti^tzq ebenfalls durch 
den Mittelpunkt von 
Tc gehen, also ein 
Durchmesser dieses 
Kreises sein. 

Hierauf gründet sich das Verfahren von Bertot 

Durch den innerhalb der Schnittfigur gewählten Punkt P^ 
wird ein Kreis Tc gelegt, den die Senkrechten P^Qi auf die 
n Geraden Z, in g,- treffen. Man sucht unter der Annahme 
der Massen pi in qi den Schwerpunkt s dieser Punkte aus 
ihren Koordinaten (nach I). Li derselben Weise wird der 
Schwerpunkt 8 der Fußpunkte i^mit den Massen^?,- konstruiert. 

Man verbindet P^ mit 8 und erhält ty welches mit s ver- 
bunden 71^ liefert. Durch n^ legt man den Durchmesser n^ tiq und 
zieht Pi tiq ; auf dieser Geraden mißt man P^ Pq ab, das aus der 
Proportion ti^tiqiPiPq =^ JtiS:Pi8 sich ergibt (da die Drei- 
ecke TtiSTtQ und P^/SPo ähnlich sind). Damit ist Pq gefunden. 

Da Tt^ 71q = 2r der Durchmesser des Kreises k und 

Pi Pq = 2 jR der Durchmesser des Elreises K ist, so kann 

P S 
man auch B = — — • r finden und Pq bestimmen, indem man 

auf jTi Pi in Pi eine Senkrechte von der Länge 2 B errichtet. 

Ein von d^Ocagne angegebenes Verfahren besteht darin, 

daß man von einem Punkte der Schnittfigur auf die n Ge- 



Fig. 88. 
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raden I4 Senkrechte ORi fallt und durch Parallelen Li zu 
den Geraden li zieht. Es sei G der Schwerpunkt der Fnß- 
punkte Ri mit den Maßen pf. Fällt man von O auf die Ge- 
raden Li Senkrechte GQif so möge H der Schwerpunkt der 
Fußpunkte Qi mit den Maßen pi sein. Man errichtet in 
Senkrechte OF auf OG und OL auf OH. Der Fußpunkt der 
Senkrechten HK von JS auf OY wird mit dem Schnittpunkte J 
von OL und GH verbunden und auf JK von G eine Senk- 
rechte GF gefallt^ dann schneidet GF die Richtung OjB' im 
verlangten Punkte P. (Journal de l'^^cole Polytechnique 1893. 
Heft 93. Daselbst findet man auch die Konstruktion eines 
Schwerpunktes bei Berücksichtigung von Gewichten.) 



§ 57. Graphische Ansgleichnng heim Büekwftrts- 

elnschneiden. 

Die graphische Ausgleichung beim Rückwartseinschneiden 
läßt sich auf dieselben Methoden zurückführen^ die im vor- 
hergehenden behandelt wurden. 

I. Betrachtet man zunächst (Fig. 84) zwei wenig verschie- 
dene Kreise mit gemeinsamer Sehne ÄB^ a und den zu- 
gehörigen Peripheriewinkeln oc und a'«a + Ja und den 
Mittelpunkten C und C\ Sei M die Mitte der Sehne, so ist 

CJf = ^ctga C'Jf = ^ctgÄ' , 

C^ = CB = r = ^co8eca C"^ = C"5 = r'= ^cosec«'. 

Seien nun CT und C'P' zwei parallele Radien und GQ ihr 
Abstand, so ist 

0'^ = CC'.cosv;, 

wenn xp der Winkel zwischen einer in P an den ersten Kreis 
gelegten Tangente und der (verlängerten) Sehne AH ist 
Legt man femer in P' an den zweiten Kreis eine Tangente^ 
so ist der Abstand beider Tangenten: 

^ = P'^ - P(7= P'C'+C'Ö - i'C^, 
also 

^ = — (ctga' — - ctga) cosv^ + -^ (coseca' — cosccä) • 
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Wird A(x klein angenommen^ so kann man ctgcc^ — cbgoc 
als Differential von ctoa und coseca'— cosec^ ab Diffe- 
rential von ooseca anmissen^ also erhalt man: 

a A(x a 008^ . a . qobw-\-qo&x 

^ 2 sm'^ 2 sm^Ä 2 sm'a 



r 



r jr 
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Fig. 84. 

Denkt man sich femer eine Senkrechte PF= h von P 
auf ^JB gefallt, die in 2) von einer Parallelen zu AB 
durch (7 geschnitten wird, so ist 

PF=: PD + DF= PD + GM^h = r cos^; +^ctgÄ , 

T a . « X öt cosv + cosa 
Ä=2 008ec«co8v+2C<««-2 riE^^ ' 



also 



9 = — 



hA(x 
sina 



oder auch, wenn man sich PA = 5^ and PB = 5^ gezogen 
denkt und beachtet, daß h die Höhe des Dreiecks PAB, 
also ah » SiS^ sin^x ist, 
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n. Beim Bückwärtseinschneiden sind die geometrischen 
Orte des gesuchten Punktes Kreise^ welche die beobachteten 
Winkel als Peripheriewinkel enthalten (vgl. § 51). Für die 
Zwecke der graphischen Ausgleichung ersetzt man in der 
Nahe des gesuchten Punktes die Kreise durch ihre Tan- 
genten^ indem man die kleinen Stücke der Kreise^ die in 
Betracht kommen^ gewissermaßen als geradlinig ansieht^ 
ähnlich dem Verfahren^ das man bei Bestimmung eines 
Schiffsortes nach der Standlinienmethode anwendet 

Für einen vorlaufig angenonmienen Punkt f findet man 
die Tangente, indem man an die Richtung nach dem ein- 
geschnittenen Punkt A den Winkel AFE (Fig. 84) antragt, 
der gleich ABP ist, wenn B der andere gegebene Punkt ist 

Hat man auf diese Weise alle Tangenten durch P an 
die Kreise gelegt, welche diurch P und je zwei der ein- 
geschnittenen Punkte Ai und Bi gehen, so berechnet man 
aus den Koordinaten die Winkel AiPBi^ (X^, bildet die 
Differenzen der beobachteten Winkel oci gegen diese: 
A(K = (Xi— (Xi in analytischem Maße und findet die Ab- 
stände Q der Tangenten an die Kreise, welche die Peri- 
pheriewinkel cci und a^ enthalten, mit genäherten Werten s^ 
und $2 mid den genauen Werten AiBi » a»- und Aoc^ nach I. 
Zieht man dann die parallelen Tangenten in den Abständen q, 
so erhält man damit die Seiten der fehlerzeigenden Figur. 

Nun sind die beobachteten Winkel um solche Beträge 
zu verbessern, daß [pvv] = Minimum wird. Bedeuten jetzt q 
<iie Abstände des gesuchten Punktes von den Seiten der 
fehlerzeigenden Figur, so muß man die v durch Aoc {in ana- 
lytischem Maße) ersetzen, also 

[pvv] = [pA(xA(x]= -" ^ 



P 



Ä2 



Setzt man noch , — = ^^— ^ = p', so ist die Bedingung 
zu erfüllen '^ «1^2 

[p'^2] =. Minimum. 

Damit ist die Aufgabe auf die frühere zurückgeführt, 
einen Punkt zu konstruieren von der Beschaffenheit, daß die 
Summe der mit den Gewichten p^ multiplizierten Abstände 
von n Geraden ein Minimum wird (§ 56, II). 
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§ 58. Ansglelehang nach der Methode der kleinsten 

Quadrate. 

Besonders wenn ein Punkt gleichzeitig durch Vorwärts- 
und Rückwärtseinschneiden bestimmt ist, werden die gra- 
phischen Methoden der Ausgleichung sehr umständlich. Man 
verwendet dann die Methode der kleinsten Quadrate, nach- 
dem man genäherte Werte für die Koordinaten des gesuchten 
Punktes ermittelt hat. v 

Siud P, und Ph zwei Punkte mit den Koordinaten Xitfi 
und x^y^if welche durch die Richtung PiP^c verbunden sind, 
deren Richtungswinkel a in P, und deren Länge s seien, so ist 

*g^ = ^ — ^ ^^^^ lg ^öt = lg(y« - y,) - lg(a7« — Xi) . 

Xx Xf 

Durch DiflFerentiation folgt 

doc dy^ — dyi dx^ — dXi 

sina cosöc y^ — yi x^ — Xi 

oder wegen y« — y,- = $ sintx , x^-- Xi=^ s go^oc , wenn zu- 
gleich d(x in Sekunden ausgedrückt wird und ^''=206 265'' ist: 

„sina., , . , „cosö^,, , . 

d(x = —q" {dXx — dx,) + q'' {dy^ — dy,) . 

Durch diese Formel, deren KoefiSzienten durch ver- 
schiedene Rechenhilfsmittel leicht ermittelt werden können, 
ist der Zusammenhang zwischen Richtungsänderung und Ko- 
ordinatenänderung zweier Punkte gegeben. 

Werden von einem (oder mehreren) festen Punkten P,- 
verschiedene Punkte P^ vorwärts eingeschnitten, so erhält 
man die Änderungen doc der Richtungen PiPxf wenn man 
dxi = dyi = setzt, in Beziehung zu den Koordinatenände- 
rungen dxx und dyx der Standpunkte. 

Sind umgekehrt die Punkte P« fest und die Richtungen 
PiPx von einem oder mehreren Punkten Pi aus eingeschnitten, 
um diese Punkte zu bestimmen, so muß dx^ = dy^ = ge- 
setzt werden, und die obige Formel gibt den Zusammenhaiig 
zwischen der Richtungsänderung d(K und den Koordinaten- 
änderungen dXi und dyi. 

Da aber in diesem Falle des Rückwärtseinschneidens 
der Standpunkt (bzw. die Standpunkte) P,- selbst durch 

Galle, Geodäsie. X5 
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die KoordinateDänderuDgen dXidyi verschoben wird^ so wird 
durch diese Lagenänderong auch eine Änderung der Anfangs- 
richtung bewirkt; von der aus die Richtungswinkel a gezählt 
wurden. Sind z. B. die Richtungswinkel vom Meridian (von 
der Nordrichtung) aus gerechnet, so ist die Meridianrichtung 
in den verschobenen Punkten wegen der Konvergenz der 
Meridiane nicht der früheren parallel. Die Meridiankonver- 
genz beträgt dy-^-g'' (§ 73), wenn tp die geographische 

1 . ^ 
Breite und t^- die Krümmung des ErdelHpsoids senkrecht 

zum Meridian (vgl. § 16) bezeichnet. Für dy = 26 m be- 
trägt sie etwa 1" in der Breite 93 = 50®. 

Sind die Richtungswinkel von der Richtung nach einem 
irdischen Objekt aus gerechnet, so findet ebenfalls durch die 
Verrückung des Standpunktes eine Änderung dieser Anfangs- 
richtung nach demselben Objekt statt. v. 

Da femer die Richtongsmessungen in dem ursprünglichen 
und dem verschobenen Standpunkte als Winkelbeobachtungen 
zwischen je einer willkürlichen Nullrichtung und jeder der Ziel- 
richtungen anzusehen sind, so treten die als Unbekannte in eine 
Ausgleichung eingehenden Abweichungen dieser Nullrichtungen 
von der für die Richtungswinkel gewählten Anfangs richtung 
(Nordrichtung) noch hinzu. Beide Glieder, nämlich die Änderung 
der Anfangsrichtung und dieDifferenz der Winkel zwischenNuU- 
richtung und Anfangsrichtung auf den beiden Standpunkten 
addieren sich und bilden ein Glied z^ um das beim Rückwärts- 
einschneiden der Ausdruck für d(x für jeden Standpunkt er- 
weitert werden muß. 

I. Es seien nun h Punkte P„ von i Punkten P, aus 
vorwärts eingeschnitten, so berechnet man zunächst aus 
den gegebenen Koordinaten ic,y, der P, und Näherungswerten 
(^k)> (y>t) der Koordinaten von P„ die Richtungswinkel der 
Strahlen PiP^i 

tg(P,P.)^ i^--i~^-' =tg(a,-.). 



ff r,;*. j^ ^ff . 



. Q sma,;e , Q cosa.H . 
Es sei — ^ = a,« , -\r- = 6.x 

gesetzt, wobei an Stelle von a,^ die berechneten (Näherungs-) 
Werte (ä,«) eingeführt werden können', ebenso wie für s,^ 
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Näherungswerte (etwa aus der Karte) entnommen werden. 
Da es sich um kleine endliche Änderungen handelt, führen 
wir die Zeichen A statt der Differentiale ein und erhalten 
aus obiger Formel für die Richtung PiP^i 

A(Kiy = a.K Ax^ + 6,H Ay^ . 

Der berechnete Richtungswinkel der Richtung^ von P, 
nach dem Näherungspunkte (P«) ist (a,^). Durch Übergang 
zum richtigen Punkte P^ mit den Koordinaten x,, = {x^ +Ax^, 
y^ = (y^) + Ayy ändert sich der Richtungswinkel um AoCixy 
dadurch wird der Richtungswinkel (a,^) + ^a,x= o^ix erhalten. 

Der beobachtete Richtungswinkel a,« wird nun infolge 
der Beobachtungsfehler nicht in Übereinstimmung mit aj^ 
sein, sondern einer Verbesserung Vi^ bedürfen, so daß 

o^ix + Vi^ = (xfiH wird. 

Diese Verbesserungen werden nach der Methode der 
kleinsten Quadrate so bestimmt, daß [v?^] = Minimum wird. 
Es ist 

wenn Z,^ = (öc,x) — a,x = Näherungsrechnung minus Beobach- 
tung gesetzt wird. Also erhält man: 

Aus diesen Fehlergleichungen bildet man die Normal- 
gleichungen, bei denen wir die Indizes ix fortlassen: 

[a a]AXy + [a b] Ay^ + [al] = 0, 

[ab]Ax^ + [bb]Ay^+[bl]==0. 

Aus ihnen ergeben sich die Verbesserungen Ax^ und 
Ay^ und damit die endgültigen Koordinaten 

x^ = {^h) + Ax^, yy, = (y^)-\r Ay^. 

Durch Einsetzen von Ax,^ und Ay^ erhält man noch 
Vi^ und damit die Fehlerquadratsumme [t;?J, die zur Berech- 
nung der mittleren Fehler dient. 

II. Sind die Punkte P, durch Rückwärtseinschneiden 
der festen Punkte P^ bestimmt (zIä:« = zly« = 0), so ist 
nach dem oben Gesagten: 

A(Ki^ = —ai^AXi — bi^ Ayt + Zi , 

oder . , A 1, A 

A a,K = +a<« Axi 4- Vi^ Ayi + Zi , 

15* 
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wenn aU^+^—- , *iK = — ^- 

gesetzt wird. 

Sind (Xi)(ifi) angenommene Koordinaten von P« (Nähe- 
rungswerte), so berechnet man die Richtmigswinkel (oci^) aus 

Für (Xt) und (y,) sollen nun solche Verbesserungen 
Axi und Ayi gefunden werden, daß die Kichtungswinkel 
(o^ix) + A Ä,x = ajx die plausibelsten Werte erhalten. Die 
beobachteten Richtungen (Xi^ sind mit Beobachtungsfehlem 
behaftet^ die unbekannt sind. Durch Verbesserungen^ Vi^, 
deren Quadratsumme ein Minimum ist, werden sie in Über- 
einstimmung mit ötjx gebracht, so daß a,« + v^k = «Jx ist. 
Man erhält also 

wenn Zi^ = (a,«) — a,,< wieder die Differenz: Näherungsrech- 
nung minus Beobachtung bezeichnet. Also sind die Fehler- 
gleichungen: 

Vi^ == a{„ Axi + Vi^ Ayi + Zi + ZJ« . 

Hier kann man aus den für jeden Standpunkt P,- auf- 
gestellten n«- Fehlergleichungen die Unbekannte Zi eliminieren^ 
indem man z. B. 

-^-«0. -;i;--*o' '^-'» 

setzt und 

^iH — ÖJq = -4<x , 6(x — 60 == -^Tk > '«x — i^o "= -^«x 

einführt, wodurch die Fehlergleichungen dieselbe Form, wie 
beim Vorwärtseinschneiden erhalten: 

i/i^ = Äi^ AXi + P,K Ayi + Li^ . 

Daher kann man aus allen Fehlergleichungen, die das- 
selbe AXi und Ayi enthalten^ mögen sie durch Vorwärts- 
oder Rückwärtseinschneiden des Punktes Pi erhalten sein, 
zusammen die Normalgleichungen ableiten. 

Verschiedenes Gewicht jp^ der einzelnen Beobachtungen 
kann dadurch berücksichtigt werden, daß die Fehlergleichungen 

nait y^ multipliziert werden, so daß |jp,x t??J = Minimum wird. 
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§ 59. Zentrierung. 
Die im vorigen Paragraphen abgeleitete Formel 

d(Xi^ = — (dx^ — dx») + ^ (dy^ — dy,) 

findet eine einfache Anwendung bei Zentrierungen. 

Sind Kirchturmspitzen oder dergleichen als trigonome- 
trische Punkte gewählt^ so müssen die Richtungsmessungen 
meist exzentrisch auf einem nahegelegenen Punkte ausgeführt 
werden (§ 19). Es entsteht dann die Aufgabe, aus den im ex- 
zentrischen Standpunkte erhaltenen Richtungsmessungen die 
Richtungen im trigonometrischen Punkte, dem Zentrum der 
Station, zu berechnen. 

Es sei der Punkt P^ ein fester Zielpunkt, daher 
dx^ = dyn = , {Xt) und (y,) seien die Koordinaten des Stand- 
punktes, (Xi) + dXi= Xi, (y,) + dyi= Xi die Koordinaten des 
trigonometrischen Punktes, dann wird, wenn (ocix) der beob- 
achtete Richtungswinkel ist, a,K = (ä,k) + doci^ der Richtungs- 
winkel desselben Zielpunktes im Zentrum sein, und es ist 



j^ ai^ ^ ^//> 



d(Xi^ = + ^ dXi — ^ dyi + ;sr,-, 

indem bei der Veränderung des Standpimktes, wie früher 
erwähnt, die Änderung der Anfangsrichtung der Richtungs- 
winkel in Betracht gezogen werden muß. 

Sei da^ + dy^ = ds^ , also dSi die kleine Entfemimg 
zwischen Standpunkt imd Zentrum der Station oder die 
Zentrierungsentfemung und ocio der Richtungswinkel dieser 
Linie, also 

tg a, = -j^ 9 dyi = dSi sin a, o > dXi = dSi cos a, o > 
dXi 

so kaim man auch schreiben: 

d(Ki^ == + -^- dSi sin(a,„ — a,o) + ^i y 

Sin 

wo 0^=^ — ^ tg9? 

zu setzen ist (s. oben S. 226). 
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Liegt dagegen der Zielpunkt P^ exzentrisch, während 
der Standpunkt Pi mit dem trigonometrischen Punkte zu- 
sammenfällt; so ist dXi= dyt^O und man erhält: 

d(Ki^ == — ^ a^x + ^.Vx . 

Ist im Punkte P^ die Länge ds^ der Zentrierungslinie 
gemessen dsl == dx^ + dyl und ebenso ihr Richtungswinkel 
äkOj* so erhält man, wenn noch a«» = öc,« + 180® berück- 
sichtigt wird, wegen dx^ = ds^cosoc^o f dy^ = ds^sinoc^o 

Q^ds^ . 

^IX 

Äxi — ofrxQ ist der im Punkte P^ gemessene Winkel zwischen 
den Richtungen nach P, und nach dem Zentrum. 

Beide Formeln kann man auch einfacher ableiten (Fig.85) : 
Legt man durch den trigonometrischen Punkt Pq eine 
Parallele zur Richtung PiP^^ so bildet diese mit der Rich- 
tung P^Px den Winkel (a,«) — ä.k oder auch: der Winkel 
bei P« ist (a,J — a,«. Im Dreieck PiP^P^ ist nun 

dsi 
sin[(a,«) — (Kix] = — - sin(a,o — «ix), 

Sox 

oder mit Rücksicht auf (X,^ — (a,x) =* da^x ndt genügender 
6enaui£:keit , 

aa.x = sm(a,„ — a,o) 

5|'x 

übereinstimmend mit der früheren Formel, wenn von der 
Meridiankonvergenz z abgesehen wird. 

Ist der Zielpunkt Ph exzentrisch, NPiP^ = (ä.k) gemessen, 
so ergibt sich der Richtungswinkel a,-^ des Zentrums Pq in P, 
(Fig. 86) aus : ^^^ 

8in[a,« — (a,„)] = — -sin(a,K — a^o) 



oder doiix = ^ — — 8in(ö^«, — a^o) > 

^IX 

wenn ds« die Entfernung P(iPH , öc«, — a^o den in P^ zwischen 
den Richtungen nach P, und dem Zentrmn Pq gemessenen 
Winkel bedeutet. Bei größeren Zentrierungen muß man nach 
den zuerst stehenden Formeln mit dem Sinus rechnen. 
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Bisweilen kommt auch die Änderung der Entfernung 
beim Übergang vom Standpunkt zum Zentrum in Betracht. 
Bezeichnet man kurz die gemessene Zentrierungsentfemung 
PQP,t = s, den gemessenen Zentrierungswinkel PQp^Pi = w 
(Fig. 86). Po sei der trigonometrische Punkt oder das 
Zentrum, P« und P, die Beobachtungsstandpunkte und x 
die gesuchte Zentrierungsreduktion [die bisher mit oc — (a) 
bezeichnet wurde]. Entweder kann P« als Standpunkt und 
P, als Zielpunkt angesehen werden oder umgekehrt. Im 





Fig. 86. Fig. 86. 

ersten Fall denken wir uns durch P^ eine Parallele zu PoP, 
gezogen, dann ist der Winkel, den sie mit Py,Pi einschließt, 
die Zentrierungsreduktion. 

Entweder ist PiP^ = S' oder PiP^ == S gegeben. Man 
erhält entweder 

sinic = ^ sinw , 

wenn S gegeben ist, oder 



tgx = 



S' 



smw 



wenn S' gegeben ist. 



S^ 



cosw 
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Letztere Formel folgt aus 

sin 2; s 

sin (x + w) S' * 

Setzt man femer für gegebenes S 

s 
cos«<;seca; = a , 

60 erhält man aus S' = s cosw -\- S coax 
log/S'= log[Scosic(l + a)] , 
log/S' = log/S + logcosa: + mod I a — — + -3- . . . 1 . 

Ist dagegen 8' gegeben^ so setzt man 

s , 

— cos««; = o' 

b 

und erhält 

/ a'2 a'3 \*) 

log/S = logS' — log co8:r — mod la' + — + — ... I • 

Mod ist der Modulus der Brigg sehen Logarithmen 
= 0,43429 . 

Um die Korrektionsglieder in Einheiten der siebenten 
Stelle zu erhalten^ dienen folgende Zahlenwerte: 

logmod . 10^ = 6,637784 , 
log^. 10^ = 6,33675, 

log"^^ . 10^ = 6,1607 . 

o und o' sind meist kleine Brüche, cobx und sec^z; 
nahe = 1 . 



*) In der Veröffentlichung des Königl. Geodätischen Instituts : 
Das Märkisch-Thüringische Dreiecksnetz, Berlin 1889, S. 100 findet 
sich noch die Näherungsformel: 

log'S — logS' = — mod-^ cotg^M? + -j . 
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Ist Px Standpunkt, P,- Zielpunkt^ so muß die Zentrienmgs- 
reduktion x positiv oder negativ an den in P^ beobachteten 
Sichtungswinkel angebracht werden^ je nachdem der Rich- 
tung nach dem Zielpunkt ein größerer oder kleinerer Richtungs- 
winkel zugehört als der Richtung nach dem Zentrum, oder 
je nachdem im Zielpunkte P«- das Zentrum Pq den größeren 
oder kleineren Richtungswinkel hat, als P^. 

Ist P, Standpunkt^ P« Zielpunkt, so wird an die in P, 
beobachtete Richtung die Reduktion x mit positivem oder 
negativem Zeichen angebracht, je nachdem der Richtungs- 
winkel von PiPn kleiner oder größer ist, als fär die Rich- 
tung PiP^ nach dem Zentrum. 

In manchen Fällen darf das Dreieck P^PiP^^ nicht mehr 
als ebenes betrachtet werden. Es hängt dies von der ge- 
forderten Genauigkeit ab und von dem Flächeninhalt des 
Dreiecks, dessen Größe über die Zulässigkeit der Annahme 
eines ebenen Dreiecks entscheidet (vgl. § 66). 



Kapitel XL 

Photogrammetrie. 

§ 60. Ableitang der Gnmdformeln. 

An die Methoden der Punktbestimmung durch Rich- 
tungen, das Vorwärts- und Rückwärtseinschneiden, schließt 
sich naturgemäß die Photogrammetrie an, bei der an Stelle 
des Theodoliten oder des hier nicht berücksichtigten Meß- 
tisches der photographische Aufnahmeapparat tritt. 

Durch die Photographie entsteht auf der lichtempfind- 
lichen Platte ein perspektivisches Bild, dessen einzelne 
Punkte durch Strahlen mit den Punkten des Originals* ver- 
bunden vorgestellt werden können, die durch den optischen 
Mittelpunkt des Objektivs gehen. Genauer muß man zwei 
Strahlenbüschel mit parallelen Strahlen voraussetzen, deren 
Zentren die beiden Knotenpunkte des Objektivlinsensjstems 
sind; nur bei der Lochkamera ist, abgesehen von den Beugungs- 
erscheinungen, die einfachere Vorstellung der zusammen- 
fallenden Mittelpunkte der Strahlenbüschel die richtige. 
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Durch das Kopierverfahren erhält man von dem auf 
der Platte entstandenen Bilde (Negativ) eine Kopie (Positiv), 
die man sich unmittelbar in einer Ebene entstanden denken 
kann, die in derselben Entfernung von dem zweiten Knoten- 
punkte, welche die Platte von dem ersten hat^ zwischen ihm 
und dem Objekt sich befände. Während auf dem Negativ, 
abgesehen von der Verwandlung von „hell" in „dunkel*% 
auch „oben" und „unten", „rechts" und „links" vertauscht 
sind, ist das Positiv dann als eine getreue perspektivische 
Zeichnung gedacht, so daß ein im Zentrum befindliches Auge 
durch das in die richtige Lage gebrachte Positiv hindurch- 
sehend eine vollständige Deckung aller Punkte des Objekts 
(Originals) durch die entsprechenden Punkte des Bildes wahr- 
nehmen würde. Dabei ist vorausgesetzt, daß das Linsen- 
sjstem des Objektivs vollkommen treu zeichnet 

Es soll daher das Bild durch perspektivische Zentral- 
projektion entstanden vorgestellt werden, wie es auf einem 
Diapositiv, das zur Ausmessung besser geeignet ist, als 
Papierabzüge, erscheint Wird das Negativ direkt aus- 
gemessen, so lassen sich durch die oben bezeichneten Ver- 
tauschungen die für das positive Bild gewonnenen Resultate 
leicht verwenden. 

Der Mittelpunkt der Projektion sei 0, eine Senkrechte 
von auf die Bildebene möge diese in Q^ dem Haupt- 
punkte, treffen. Die Entfernung 0Q= A wird die Bild- 
weite genannt, die Senkrechte OQ heißt Hauptstrahl 
oder Hauptachse. Durch Q als Anfangspunkt seien in 
der Bildebene zwei gegeneinander senkrechte Koordinaten- 
achsen (f- und ^y-Achse) gelegt, auf denen die Koordinaten 
der Bildpunkte abgemessen werden können. 

Nimmt man ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
{X'y y-, jgr- Achse) im Räume an, so möge ein Strahl, der einen 
JPunkt P des Objektes mit dem Projektionsmittelpunkt 
verbindet, die Winkel A , yu , v mit den Achsen einschUeßen. 
Ist die Länge des Strahles OP==r und sind die Koordi- 
naten von P: X, y, 8, von 0: a, 6, c, so bestehen die 
Beziehungen : 

. ^ X — a . / X y — 6 

cos(r, X) = = cosA , cosfr, y) = ~ = cos/* , 

T r 



(1) 



cos(r, is) = = cosr 
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Der Strahl OP möge die Bildebene im Bildpunkte tt 
treffen, der am einfachsten auf ein zweites räumliches^ recht- 
winkliges Koordinatensystem bezogen wird, das zum 
Anfangspunkt hat. In einer Parallelebene zur Bildebene, die 
also zur Hauptachse senkrecht steht, seien die Achsen par- 
allel der I- und rj-Achse gelegt, die dritte Achse fällt dann 
mit der Richtung der Hauptachse OQ zusammen. Die 
Koordinaten des Punktes n sind dann | , fy , zd und die 
Richtungskosinusse von Otz = q 

(2) C08(^,|) = — , cos(^, ^) = -^, cos(^, 2l) = — . 

Q Q Q 

Um beide Koordinatensysteme in Beziehung setzen zu 
können, müssen die Winkel ihrer Achsen gegeben sein : 

(f , x) = X^, (I, ^) = /^i , (f , ^) = n ^ 

(3) { {ri,x)==X^, {riyy)='fhy (^^^) = ^2j 
(J,a;) = Ao, (A,y) = iiio, {A,z) = Vo, 

Wegen 

cos(r, x) = cos(r, |) cos(|, x) + cos(r , rj) cos(^ , x) 

, zl)cos 

•,iy)cos(^. 



(4) < 



en 

[r, x) = cos(r, |) cos(|, x) + cos(r , rj) cos(^ , x) 

+ cos(r , A) cob(A , x) 

(r, y) = cos(r, f) cos(|, y) + cos(r, tj) cos(^ , y) 

+ co8(r , J) cos(zl , y) 



+ co8(r , A) cos{A , y) 

y , 0) = cos(r , f) cos(|, 0) + cos(r , iy) cos(^ , 0) 

+ cos(r , J) cos(zl , 0) 

Aicksicht auf (1) und (3) und auf 



ist mit Rücksicht auf (1) 



(5) 



{ 



(6) 



< 



cos(r, I) = cos(^, I) , cos(r, rj) = cos(^, rj) 
cos(r, A) = cos(^, A) 

cosA = 
9 



(I cos^i + V cos^ + A cos Ao) 



1 /t 
COS/i = - (f cos/^i + iy 

COSr = (f COSl^i + ^ 000^2 + A cos^o) 
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Bezeichnet man die Klammerausdrficke kurz mit ly m, n, 
also 

11= S cos^i + V <50s>l2 + A cosilo , 
n = I cos Vi + fj COSV2 + J cosvq , 
so ist nach (1), (6) und (7) 

X — a l V — b m z — c n 

8) ^ = -, = -, = -. 

r Q r Q r q 

Die Ausdrücke l, tn, n enthalten die perspektivischen 
Konstanten,. nämlich die Bildweite J und die Richtungs- 
winkel (3)^ deren Bestimmung zunächst vorausgesetzt wird, 
und die gemessenen Bildkoordinaten f und rj . 

1. Ist nur auf einem Punkte mit den Koordinaten 
a.byc eiae photographische Aufnahme erfolgt, so kann bei 
bekannten perspektivischen Konstanten, durch Ausmessung 
der Bildkoordinaten nur die Richtung nach einem belie- 
bigen Punkte P, dessen Bild auf der Platte vorhanden ist, 
erhalten werden. Denn aus (8) folgt: 

(9) X — a:y — b:0 — c = l:m:n = cosA : cos/i : cosv . 

Die Koordinaten x, y, e selbst kann man nur in dem Falle 
finden, wenn die Entfernung r, etwa aus eiaer Karte, ge- 
geben ist Da nämlich noch q = }7*^Pm^^fn^ bekannt 
ist, so folgt 

T T T 

(10) x = a-\ — l, y=b-\ m, m = c + n. 

Q Q Q 

2. Sind bei einer Aufstellung die Bildpunkte von drei 
durch ihre Koordinaten x'y' z' ^ x" y" z" y x'" y'" z'" gegebenen 
Punkten p^P'^P''' erhalten worden, so lassen sich, wenn 
die perspektivischen Konstanten bekannt und die Bild- 
koordinaten f'i/', 1"^", 1'"^'" gemessen sind, die Koordi- 
naten des Standpunktes a, b, c berechnen. 

Denn wenn die Ausdrücke (7) durch Einsetzung von 
1'^', ^''rj^'y ^'rj''' in Vm'n'y V'm"n''y V''m'''n''' über- 
gehen, so erhält man den Gleichungen (8) entsprechend: 



(11)^ 



x' 



x" - 
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a = r' —f, y' —b=r' — ;- , «' —c = r' 

l" m" 

= *-"— , y"-h = r"-fj-, e"-e = r 



237 



/ > 



ff 



n 



// 



// ' 



\m 



,/// 



X 



/// 






,fff 



Z^'—C^T 



m 



n 



/// 



w • 



Von diesen nenn Gleichungen sind aber drei die Folge 
der übrigen, da die Beziehungen bestehen: 

(12) { ix'' - aY + iy" - ly + (z'' - cy = r''» , 

Zur Bestimmung der Unbekannten a, h, c, r', r'% r'^' 
sind also sechs unabhängige Gleichuugen vorhanden. 

Man kann dieselbe Au^be aber auch als eine Yer- 
aUgemeinerung der Po^Aeno^schen auffassen. 

Aus (6) und (7) folgt durch Einsetzung der gestrichenen 
Buchstaben: 



(13) 



cosA' = 



cosA" = 



C08A''' = 



V 



9 



/ y 



cos w' = — r , 



Q 



// > 



/// > 



coqjül'' = 



COS/i'" = 



m 



ff 



jt f 



QQQV' = 



cosv" = 



n' 



j y 



n 



ff 



jf y 



m 



fft 



jtf y 



COSV. 



/// 



n 



fff 



jff 



Wenn A und die Winkel (3) gegeben, f'jy^ f'iy'', |"'iy''' 
gemessen sind, so sind VV'Vy m'm"m'"j n'n^n"' und 
q' q" Q:" bekannt. Damit kann man die B.ichtungskosinu88e 
der Strahlen OP\OP",OP''' nach (13) berechnen und infolge- 
dessen die Winkel, welche diese Strahlen untereinander bilden: 

ICO8(0P' , OP") = COSA' COSA'' + COS/x' OOSfl" + cosv' cosv'^ , 
COS(0P" , OP''0== COSr COSr'+ QOBfl" QO^fl'''+ COSv'' COS v"% 
cos(OP'", OPO = cos>l'''cos>l' + cos/i'"cos/x' +co8v'"cosv'. 

Wenn sich die vier Punkte , P', P'% P"' in einer 
Ebene befinden, so liegt die Po^^eno/sche Aufgabe vor. In 
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diesem Falle sind die den Punkten VT^'T'" entsprechenden 
Bildpunkte n'n"n'" y welche die Schnittpunkte der Strahlen 
OT', OP", OT"' mit der Bildebene sind, Punkte einer Ge- 
raden. Der Fall, daß die vier Punkte nicht in einer Ebene 
liegen, kann bei Aufnahmen im Ballon zum Zwecke der 
Bestimmung des Ballonortes vorkommen. Bei geodätischen 
Messungen wird dagegen in der Regel die einfache PaOMmotr- 
sche Aufgabe in Betracht kommen, indem diejenigen Punkte 
der Objekte, deren Bilder in dem durch eine gerade Linie 
dargestelUen Horizont sich befinden, als gegeben angesehen 
werden. 

3. Werden in zwei Standpunkten 0' und 0" mit den 
bekannten Koordinaten a'V c' und a"V' c" photographische 
Aufnahmen gemacht, so erhält man, wenn wieder che per- 
spektivischen Konstanten als gegeben vorausgesetzt werden 
und die Koordinaten f'iy', f"iy" der Bildpunkte n' und jr'' 
desselben Baumpunktes P auf beiden Platten ausgemessen 
sind, nach (8) 

X — a' V y — V m' i — c' n' 



(15) 



q' ' r' q' ' r' q' ' 



< 



X — a" l" y — 6" m" z — &' n 



// 



r" ^" ' r" q'' ' r" ^" 



Um die gesuchten Koordinaten zu erhalten, kann man 
r und Q eliminieren, indem 

r' X — a' y — V z — c' 



(16) 



r" x-a'' y-V z - c" 



, m' n' {x - «0 = n' V {y - 6') = V m' {z - c') , 



ist, wodurch man die sechs Gleichungen erhält: 

\ m''n"{x - a") = n''V'{y - h") = V'm"{z - c") , 

von denen aber nur vier unabhängig sind, indem die beiden 
anderen aus ihnen folgen. Die drei Unbekannten x, y , z 
sind aber durch vier Gleichungen überbestimmt, mithin muß 
noch eine Bedingungsgleichung bestehen, so daß nur drei 
unabhängige Gleichungen übrig bleiben. Diese Bedingungs- 
gleichung ist der Ausdruck dafür, daß die Strahlen O^P 



^■--1 
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und 0"P sich wirklich schneiden, daß sie also in einer 
Ebene liegen. Sie lä£t sich in der Form schreiben: 

a'' -a' x'- a' x" - a" 
V'-V y'-V y'' -h" 



(18) 



C'/^C' 0'-c' ;&"~C" 



= 0, 



indem x' y' z' als Koordinaten des Punktes P auf dem 
Strahle O'T, x''y"B" auf dem Strahle 0"T vorübergehend 
unterschieden sind. Setzt man die Werte aus den Glei- 

r' 

chungen (16) dafür ein und hebt — ^ fort, so erhält man, 

indem man gleichzeitig die Determinante auflöst: 

/ («" - «') ^^' '^" —'^" ^') + (*" - *') (**' '" - '^" ^0 

^ U + (C- c')(i'm"- V'm') = 



oder 

(20) (a"- «0 






+ (2>"- 2>0 






+ (c"-C) 






= 0. 



Diese Gleichung drückt also die Beziehung aus, welche 
zwischen den Größen Vmfn'y V m" n" oder auch zwischen 
den gemessenen Koordinaten f'^', f"^" der Bildpunkte 
desselben Raumpunktes P bestehen. Man kann sie daher 
mit Sprung das Gesetz der Bildkoordinaten nennen. 

Die Koordinaten selbst erhält man aus den Glei- 
chungen (17) 

V'm'a'— Vm''a''+ VV'(¥'- V) 



(21) 



a? = 



y 



n' r a' - n'' V a'' + VV {c '' -c') 
n' V - w" /' ' 

m"n"ö'-m'w''fe"+m'm''(r/'- c') 



z = 



n" V c' 


m" n' — m'n" 
n' l" c" + n' n" {a" - 


-«0 


m'n" c' — 


n" V n' l" 
m" n' c" + n' n" {b" 


-b') 



m' W — m" W 
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Offenbar sind die beiden Ausdrücke^ die für jede Ko- 
ordinate erhalten werden^ nicht unabhängig, vielmehr ist 
jeder infolge der Gleichung (19) oder (20) die Folge des 
anderen. 

Die Formeln (16) lassen sich noch etwas vereinfachen^ 
wenn einer der Standpunkte als Anfangspunkt der Koordi- 
naten und die horizontale Bichtung nach dem anderen als 
X-Achse gewählt wird (vgl. § 61). Setzt man denmach 

und bezeichnet die horizontale Entfernung der Standpunkte, 
also die Länge der Standlinie mit B, den Höhenunterschied 
beider mit H, so daß 

wird, so folgt: 

Vm''B n''VB-VV'H 



X = 



(22) { y = 










n'r-n^r m''n' -m'n" ' 



Die Gleichung (19), welche das Gesetz der Bildkoor- 
dinaten enthält, wird dann: 

die sich naturgemäß ebenso aus der Gleichheit der beiden 
Ausdrücke jeder der Koordinaten x, y, ergibt 

Ist 5 = , d. h. liegen die beiden Standpunkte vertikal 
übereinander, so wird Z''m' — i"m' = 0; ist H=0, liegen 
also die beiden Standpunkte in gleicher Höhe, so wird 
m'n'^ — m" n' = . Im ersten Falle werden die ersten 
Ausdrücke für x und y unbestimmt, im anderen Falle er- 
scheinen die zweiten Ausdrücke für y und in der un- 
bestimmten Form ^ . Für B = H=^0, also für nur einen 
Standpunkt werden sämtliche Ausdrücke unbestimmt, als 
Ausdruck dafür, daß dann eine Bestimmung von x^ y , e 
nicht möglich ist. 
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§ 61. Einführung eines besonderen Koordinatensystems. 

Für geodätische Messungszwecke wird das Koordinaten- 
system so angenommen, daß die x-y-^^hene die Horizontal- 
ebene ist und die 0- Achse nach dem Scheitelpunkt zeigt. 
Die durch das Projektionszentrum und den Hauptpunkt Q 
gelegte Vertikalebene, in der auch die Hauptachse gelegen 
ist, wird Hauptvertikalebene genannt. Sie schneidet die 
Bildebene in der Vertikallinie; diese und die senkrecht 
zu ihr durch den Hauptpunkt gelegte Horizontallinie 
werden als Koordinatenachsen in der Büdebene gewählt. 
Durch einen bei der photographischen Aufnahme vor die 
Platte gesetzten Zentimeterrahmen mit geeigneten Einschnitten 
oder durch Punktmarken (Zeiss) wird die Lage dieser Achsen 
markiert und die Abmessung der Koordinaten erleichtert 

Die Lage der Hauptvertikalebene wird durch den 
Winkel bestimmt, den sie mit einer gegebenen Vertikalebene 
einschließt. Diese Ausgangsebene ist in vielen Fällen die 
Meridianebene des Standpunktes; im Falle von zwei Stand- 
punkten aus gemessen wird, wählt man mit Vorteil die durch 
beide gehende Vertikalebene als Ausgangsebene, die demnach 
die Verbindungslinie der Standpunkte, die Standlinie, enthalt. 

Die Ausdrücke Horizontallinie und Vertikallinie der 
Photographie verlieren bei horizontaler Lage der Bildebene 
ihre Bedeutung, sie werden aber der Gleichmäßigkeit halber 
auch für diesen Fall beibehalten; die Vertikallinie ist dann 
die durch eine beliebig gewählte Vertikalebene auf der Bild- 
ebene ausgeschnittene Gerade, die dazu senkrechte Richtung 
ist die Horizontallinie. Die horizontale Lage der Bildebene 
kann bei Ballonaufnahmen oder bei Wolkenphotographien 
vorkommen. 

Die Horizontallinie des Bildes möge als ?^- Achse dienen, 
die Vertikallinie als |- Achse, die demnach in der Haupt- 
vertikalebene liegt. 

Der Richtungswinkel der Hauptvertikalebene möge (Xq 
und der Winkel, den die Hauptachse mit der Horizontal- 
ebene einschließt, ß^ sein, wobei ßQ positiv sein soll, wenn 
der Hauptpunkt ü höber ist als das Projektionszentrum. 

Durch ocq, ßQ und die Bildweite A (S. 234) ist die Lage 
der BUdebene im Räume iu bezug auf ein durch seine Ko- 
ordinaten gegebenes Projektionszentrum vollständig bestimmt. 

Galle, Geodäsie. 16 
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Laßt man die x-z-lEhene mit der Meridianebene oder 
derjenigen Yertikalebene, die statt des Meridians als Ans- 
gangsebene gewählt worden ist, zosammenfaUen^ so bildet 
die Hauptvertikalebene, also die f-zl-Ebene, mit ihr den 
Winkel a^; mithin ist auch der Winkel^ den die auf ihnen 
senkrechten Achsen^ die y-Achse und die 17-Achse, mit- 
einander bilden, ocq. 

Aus den gemachten Festsetzungen folgt zunächst: 

(1) Ui;,a;)«A2 = 90<>+Äo> (^>y) = /^ = «o> 

(^,^) = v, = 90o. 

z 




Fig. 87. 

Nun bestehen zwischen den Winkeln in § 60, (3) fol- 
gende Beziehungen (S. S. IX, § 3, 3; § 4, 6): 

ICOS^A, -f-COS^/Zi -f-COS^Vi = 1 cos^ ii -f- cos^ ^ + COS^Ao = 1 
COS^Ag+QOS^/lg-f-COS^Vg^l CO82/ii-l-COS*^-)-COS^//0=l 
CO^^Xq + COS^ piQ + CO&^VQ = l 0082^14-0082^2-1-0082^(^ = 1 
COSAi COsAg + COS/iiCOSytig -1- COS^i 008^2 *= 
(3) « COS^ 008^ -1- 008/^2 008/^0 -{- 008^2 COSVq = 
. cos^o cosAi + COS/i^ COS/ii -h COSVd cos^i = . 

Aus den Gleichungen (2) und aus (3) erhalt man noch, 
indem die Vorzeichen positiv angenommen werden: 
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(4) 



COS/ij =C0SI'2 COS^o — COS^o cos^ 

cos fA^ = cos ^0 cos Ai — cos Vi cos Ao 
cos jLiQ= C0& v^ cos Ag — cos ^2 cos Ai 



^ cos Ai = cos fi2 cos ^0 — cos fiQ cos ^2 

cos Ag = cos jU^ cos Vi — cos /i^ cos Vq 
cos Ao =r cos /ij cos Vg — COS /i2 COS V^ 

COSVi = COsAg COS^ — COsAo C08/i2 
008^2 = COsAq COS/^i — COsAi COS/Zq 
COS^o = COsAi 008/^2 — COSA2 COS/ij . 

Setzt man die Werte (1) ein, so findet man: 



(5) 



cosAi = +COSÖC0 si^i^o 

cosA2 = — sin^o 

.cos Ao = — cos Xq cos ß^ 



cos/^i = + sin «0 sin ^0 
cos /^o = — s^ ^0 cos ß^ 



cosi'i=cosj8o 

008^2=0 

cos ^0 = sin ^Q 



wobei die Gleichungen (2) bis (4) erfüllt werden. 

Hiermit gehen die Ausdrücke (7) in § 60 in folgende 
über: 

l = —f] sinöCo + p oosocq , 

(6) < m = +^ cos^o +p&inocQ , 

n= A sin^öo + f cosjöo , 
wenn p = f sin^So — A coBß^ 

gesetzt wird. 



§ 62. Andere Herleitung und graphlsehe Konstruktion. 

Die in den beiden §§ 60 und 61 gegebene allgemeine 
Lösung läßt sich für alle besonderen Fälle anwenden. In 
der geodätischen Praxis wird man indes oft von einfacheren 
Betrachtungen ausgehen^ bei denen die Richtungen der 
Strahlen nach einem Baumpunkte und dann seine Koordi- 
naten nach den Regeln des Vorwärtseinschneidens bestimmt 
werden. 

1. Seien VV und HH' in Fig. 88 die Vertikallinie 
und Horizontallinie der Bildebene, auf denen die Koordi- 
naten f und rj von ihrem Schnittpunkte Q als Anfangspunkt 
gemessen werden, so möge zunächst angenommen werden, 
die Bildebene sei vertikal. Oqp sei die Horizontalprojek- 
tion des Strahles OnP, die mit der Hauptvertikalebene den 

16* 
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Winkel QOq = w einschließe. Der Höhenwinkel des Strahles 
OP sei POp^nOq^v. 



Man erhält 




tgt; = — - co^W . 

Ist A bekannt, { und 97 
gemessen , so erhalt 
man aus der ersten 
Gleichung den Win- 
kel M?, der die Rich- 
tung des Strahles be- 
stimmti wenn dieLiage 
der Hauptvertikal - 
ebene OVV' bekannt 
ist. Aus der zweiten 
Gleichung erhält man 
sodann den Höhen- 
winkel V. 

Ist die horizon- 
so folgt die relative 



Fig. 88. 

tale Entfernung Op = D bekannt, 
Höhe Ä von P über aus 

Pp = h=^ Dtgv = D . C08W . 

Bezieht sich die 
gegebene Höhe H^ des 
Aufstellungsortes auf 
den Erdboden, so ist 
zu h noch die Instru- 
mentenhöhe J hinzu- 
zufügen, so daß die 
Höhe von P wird: 

2. Man kann die- 
selbe Aufgabe auch 
graphisch behandeln. Die Horizontalebene durch und HH' 
wird als Ebene der Zeichnung gewählt. An Oü trägt man 
in fl senkrecht Qq = t} an, verbindet mit q , so daß die 
Eichtung ^ die Projektion des Strahles OP in der Horizon- 
talebene darstellt. Nun denkt man sich die Vertikalebene, deren 
Spur Q ist, in die Zeichenebene umgeklappt. Man errichtet 




Fig. 89. 
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Qo = i senkrecht auf Oq und verbindet mit o . Wird 
nun die verlängerte Richtung q, nämKch Op = D gemacht, 
indem man einen verkleinerten Maßstab anwendet, so möge 
eine Senkrechte in p die Verlängerung von Oa ia P 
schneiden^ dann ist Pp die relative Höhe von P über 
in demselben Maßstabe gemessen. Um die absolute Höhe 
zu erhalten, trägt man Oa ^^ Hq + J ia gleichem Maßstabe 
senkrecht zu Op an und zieht abc parallel zu Op, so 
ist cP die absolute Höhe von P, 



Fig. 90. 

3. Ist die Bildebene nicht vertikal, sondern schließt die 
Hauptachse OQ mit der Horizontalebene den Winkel ß^ 
ein, so möge wieder VV der Schnitt der Hauptvertikal- 
ebene mit der Bildebene sein, HH' die Horizontallinie des 
Budes. Fällt man vom Bildpunkte n die Senkrechten 
7iQ = ^ und 710=^7} auf beide Achsen, so entsteht das 
Rechteck Qqtzo in der Büdebene. Die Projektionen der 
vier Punkte auf die Horizontalebene ß', q\ n', o' büden 
die Eckpunkte eines Parallelogrammes. Die Hauptvertikal- 
ebene durch und VV schneidet die Horizontalebene in 
der Geraden Oo'Q', zu der die Parallelogrammseite n' q' 
parallel ist. 

Die Lage der Bildebene sei gegeben durch OQ = A , 
durch den Winkel ocq der Hauptvertikalebene mit einer 
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vertikalen Ausgangsebene, deren Spur ON sei, NOQ^ = (x^ 
und durch QOQ' = ß^. 

Die Richtung des Strahles On wird dann bestimmt sein 
durch den Winkel w der Vertikalebene durch n mit der 
Hauptvertikalebene, also durch ß'O jt' und durch den Höhen- 
winkel nOn' = v. 

Da Qq auf der Vertikalebene OW senkrecht steht, 
so ist auch die Parallele Q'q' senkrecht zu derselben Ebene, 
also q'Q'O ein rechter Winkel. Das Parallelogramm n'q'Q'o' 
ist also ebenfalls ein Rechteck. 

Es ist 

^^ ^ ~Ö7' ^ OQ'-a'iy ^ Zcos/Jo-fsin/Jo ' 

Denkt man sich durch HH^ die horizontale Ebene ge- 
legt, so zerlegt sie ji^r' in zwei Teile, von denen der eine 
71 Q- coSjSo , der andere gleich ÜQ' ist. Man erhalt demnach: 

jiji' f cos Äa + ^ sin Bq 
*8"-= Ön'- = ^W '^''" 

oder tgt; = 4^i^§±i2?!^C08«;. 

Jcospo — f smpo 

Bei bekannter horizontaler Entfernung des Raumpunk- 
tes P findet man die relative Höhe desselben über ebenso 
wie früher (S. 244): 

h= D tgv = D cosw —. ^ . . ^ . 

° Jcos/Jo — fsmjßo 

Für logarithmische Rechnung führt man zwei Hilfs- 
größen m und M ein durch die Gleichungen: 

A = mcosJf , t 

I = m sm Jlf , J ^ 
und erhält 

^ m cos (Jf + ß^) A cos (Jf + ß^) ' 
tgt; = tg(il!f + ßo) cos««; . 

4. Bei der graphischen Konstruktion im Falle einer 
gegen den Horizont geneigten Bildebene wird wiederum die 
Horizontalebene durch als Ebene der Zeichnung gewählt. 
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Ist SN die Spur des Meridians^ so trägt man in den 
Winkel «0 an und erhält die Spur der vertikalenHauptebeneOilf. 
Um diese denkt man sich die Hauptebene in die Zeichen- 
ebene umgelegt; tragt man daher den Winkel ß^ an und 
macht die Länge des Strahles Oii = A, so erhält man den 
Hauptpunkt ii. In der umgelegten Hauptebene wird nmi 
Qo = S senkrecht zu OQ angetragen. Die von Q und o 
auf OM gefällten Senkrechten liefern die Projektionen a' 
und ß' in der Horizontalebene. Trägt man jetzt o' n' = rj 




senkrecht zu Oo' an, also als Verlängerung von oo% so ist 
n' (wie der Vergleich mit Fig. 90 zeigt) die Projektion von 
ji , mithin n' die Spur der Vertikalebene durch und n . 
Um diese Spur denkt man sich nun diese Vertikalebene 
umgelegt und in ihr die Senkrechte in n' auf On' errichtet, 
so muß diese den Punkt n enthalten^ und zwar ist die Länge 
des Perpendikels nn' =^ oo\ Dann ist Winkel nOn' = Vy 
n'OM= w. 

Macht man also in passendem Maßstabe die verlängerte 
Linie On' der horizontalen Entfernung D des Objektpunktes 
gleich: Op==D und errichtet die Senkrechte ^P bis zum 
Durchschnitt mit der Verlängerung von On, so ist ^ P die 
relative Höhe von P gegen in demselben Maßstabe. 
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5. Sind die Entfernungen der Geländepunkte unbekannt, 
wie dies in der Regel der Fall sein wird^ so dienen zu ihrer 
Bestimmung Aufnahmen auf zwei Standpunkten, wie in § 60 
bereits gezeigt wurde. Werden diese beiden Aufnahmen mit 
demselben Apparat gemacht, so ist A für beide dasselbe. 

Unterscheidet man durch Striche die Aufnahmen in 
den Standpunkten 0' und 0'\ so erhält man: 

^"^ A cos^o - r sin^o ' ^"^ A C08Ä - r sin/JJ ' 

Bezeichnet man die horizontale Länge der Standlinie 
mit B und rechnet die Richtungswinkel der Hauptebenen 
von dem Azimut der Vertikalebene der Standlinie 0^0^' aus, 
so erhält man die horizontalen Entfernungen D' und D'' 
eines Punktes P von 0' und 0" durch Auflösung des Drei- 
ecks 0'0''P: 

D'=B sin«+w^'0 



D"^B 



8in(öCo' — ocq + w^' — w') ' 

8in(ao + w') 
sin(ao' — öCo + "^'^ — w^'j * 

Die relativen Höhen sind dann 

H' = D' tg.' = B -_^1<+^")-^-«' , 
^ sm(ao — ^0 + w'' — w') 



sin(öCo' — ^0 + w^^ — w') 



Die absolute Höhe ist, wenn Hq und Hq die Meeres- 
höhen der beiden Standpunkte, J' und J^' die Instrument- 
höhen bezeichnen: 

ff = fiS+ J2+ Ä'= fij'+ j;5'+ Ä'\ 

Hieraus folgt die Kontrollgleichung 

welche anzeigt, ob die verwendeten Büdpunkte denselben 
Geländepunkten entsprechen. 
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Auch hier kann an die Stelle der Rechnung eine gra- 
phische Ermittlung treten^ die insbesondere im Falle ver- 
tikal stehender Bildebenen nach dem vorhergehenden leicht 
konstruiert werden kann. 



§ 63. Bestimmung der perspektivischen Konstanten, 

Im vorangehenden sind die perspektivischen Konstanten 
als bekannt angenommen worden. Es soll nun wenigstens 
für den einfachsten Fall einer vertikal stehenden Bildebene 
ihre Bestinmiung behandelt werden. 

Es müssen von den vier Stücken Horizont HH\ Ver- 
tikallinie Wy Hauptpunkt Q und Bildweite A drei bekannt 
sein, um die Lage der Bildebene unzweideutig zu bestimmen. 
Unter diesen drei Stücken muß jedenfalls die Büdweite A 
enthalten sein. 

1. Die Lage des Büdhorizontes ist bei einem genau justier- 
ten Apparat durch die bereits erwähnten, auf der Photographie 
abgebildeten Einschnitte des Zentimeterrahmens oder dgl. be- 
zeichnet. Ist dies nicht der Fall, so verfahrt man indirekt^ 
indem für die Lage des Hauptpunktes und die Büdweite 
Näherungswerte angenommen werden. Sind beide näherungs- 
weise bekannt, so genügt es, die Höhenwinkel v von zwei 
Punkten in der Natur mit einem Theodoliten scharf zu messen. 
Man berechnet dann nach § 62, 1 f = zl tgvsecw;, nach- 
dem man rj genähert der Photographie entnommen und damit 

w aus igw = -^ erhalten hat. Die durch Abtragung von f 

erhaltenen Projektionen der Bildpunkte auf den Horizont 
müssen dann denselben Horizontalwinkel geben, welchen die 
Messung mit dem Theodoliten zwischen den Punkten in 
der Natur als Horizontalwinkel geliefert hat. Sei letzterer 

Äg — Äi , so muß 

^^^^ = <gw'2 - tgw^i = tgK - ÖCi) (1 + tgWi tgM;^) 

sein. Bei nicht genügender Übereinstimmung muß man das 
Verfahren wiederholen. 
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2. Für die Bildweite ergibt sich aus der Objektivbrenn- 
weite f ein Näherungswert. Denn wenn das Objekt den 
Abstand E vom Objektiv hat, so besteht die Gleichung: 

woraus bei großen Entfernungen {E> 100 m) 

mit genügender Genauigkeit folgt 

3. Eine genaue Abmessung der Bildweite^ also der Ent- 
fernung des inneren Knotenpunktes des Objektivs vom Haupt- 
punkte der photographischen Platte, läßt sich wegen der Un- 
zugänglichkeit des erstgenannten Endpunktes und wegen der 
unsicheren Annahme des anderen schwer ausfuhren. Es ist 
daher vorteilhaft, die Horizontalwinkel <x und ß zwischen 
drei ihrer Lage nach bekannten Punkten in der Natur mit 
einem Mikroskoptheodoliten auf dem Standpunkte scharf zu 
messen. Seien die Projektionen der Bildpunkte dieser drei 
Objekte auf den Büdhorizont n^n^Ti^y so werden anderer- 
seits die Entfernungen ti^tv^ =^ ay ti^ti^ = h auf der Platte 
ermittelt. Dann hegt die pothenotische Angabe mit der 
Vereinfachung vor, daß ti^ji^ji^ ia der geraden Linie HH^ 
liegen. 

Bezeichnet man die Entfernungen Oti^ = q^ , Oti^ = q^ , 
Ojig^Q^f so erhält man, wenn noch die Winkel, welche 
diese drei Strahlen mit HH^ (von dieser rechts herum ge- 
zählt) bUden, mit y^ y^ y^ bezeichnet werden: 

a . b 

Q2 = — 

S] 

und 



09 = — — smy, = — ; — ^ smvo 



— ; = —. — ,; == tgA , 

oder wie in § 52 

Hier ist ys ~ yi = {oc + ß) bekannt, also erhält man 
y, und 73 aus ihrer Summe und ihrer Differenz. Femer ist 

72 =" 71 + ^ = 73 ^ ß - Daraus werden 
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b . 



a 



Qi = 



smoc 



sinyg 



Qs = 



sinß 



sinyg 



a 



Q2 = 



sina 



srn^i 



sin^ö 



smyg 



berechnet. Werden wie früher die Winkel der Strahlen 
Ojzi f O712 , Otzq mit _ ^ 

der Hauptachse Oü 
mit Wi, w^y Wg be- 
zeichnet und eben- 
falls rechts herum ge- 
zählt^ so ist 

90o + w;i = yi, 

90^ + W2 = y2, H "^ r "Vi /? IT 

90o + M;3 = y3. . 

Man hat damit 
die Winkel w, welche 
die Hauptachse mit 
den Richtungen nach 
den bekannten Objekt- 
punkten büdet| also 
ihre Richtung. ^ 

Die Bildweite 
folgt aus: ^'^'^^ 

A=Q^ sinyi = ^ sin 72 = q^ sinyg 

= ^1 costc?! = ^2 cos«<;2 = ^8 cosm;3 

oder auch^ wenn die Werte für ^1, ^2^ ^3 eingesetzt und 
die y durch die w ersetzt werden: 



\ 


Si 


v. , 


n 


VVf 


A 


t 


t 


■i 


\ 


\ 




]h 





A = 



acoQW^ COSW2 



6cosw;2 cosw^ 



8in(M;2 — %) sin(M;3 — W2) 

4. Will man mehr als drei Punkte benutzen^ so wird eine 
Ausgleichung nötig, die man nach der Methode des ,J8,ück- 
wärtseinschneidens mit Winkeln^' vornehmen kann. 

Sind die Horizontalwinkel zwischen den Richtungen 
nach n ihrer Lage nach bekannten Punkten P^ , P2 , P3 . . . P«, 
wie vorher, in mit einem Theodoliten gemessen und sind 
Ttj^ y 7i2f jt^, . .7Cn die Projcktioncn der Büdpunkte auf den 
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Plattenhorizont HH' , so berechnet man zunächst aus zweien 
dieser gemessenen Winkel, z. B. oc=W2—Wi und ß^w^^w^y 
und den auf der Platte gemessenen Abstanden n^ji^^ ay 
7i2 7ig = h einen Näherungswert (A) der Bildweite und eine 
genäherte Lage des Hauptpunktes (Q) auf die oben (unter 3.) 
angegebene Weise, indem 

(fl) jTi = ^1 sinii?! , (ß) ^ = ^2 sinM;2 , (fl) ti^ = ^s sin^ 

ist, wobei wegen 

^2 sinM;^ — Q^ siaWj^ = a , Qg sinw^ — Q^siaw^ = i 

diese Bestimmung von (ii) eindeutig ist. 

Führt man jetzt (fl) als Anfangspunkt rechtwinkliger 
Koordinaten mit (Q)H' als ^-Achse und dem Hauptstrahl 
als y- Achse ein, so sind {x) = und (y) =» (A) Koordinaten 
eines genäherten Punktes (0). 

Sind femer x^y x^, . ,Xn die gemessenen (ev. unter sich 
ausgeliehenen) Abstände der Punkte n^, ti^. . .jin von {ii) 
auf HH\ die fehlerfrei angenommen werden, so erhält 
man aus 



%(^i) = rk y *gK) = 7T.f • • • tgK) 



die Winkel {w) der Eichtungen {0)n^y {0)ji2- - »{0)71^^ mit 
(0)(fi). 

Die Eichtungen von dem gesuchten Punkte nach 
jTi , jTg • • • ^M niögen dagegen die Winkel w^^ w^, > .Wn mit 
der gesuchten Eichtung OQ einschließen, dann ist nach 
§ 58, II mit ^" = 206265'' [den Änderungen A<k ent- 
sprechen hier die Differenzen w — {w)] : 

„ sintC?! COSM?! ,, . , 



W2 



. , ,, 8mw2 j, , -, cosm;« -f/ x , 
Q2 Q2 



„ smw;« ,,cosm;h ,, ^ , 

^n — (Wn) = e" d(^) — ^" d{y) + z, 

Qn Qn 

woraus etwa durch Subtraktion der ersten Gleichung von 
allen übrigen folgt, wenn zugleich den mit dem Theodoliten 
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gemeBsenen Winkeln w;,- — - Wi die Verbesserungen Vi.,- hinzu- 
gefügt werden: 

., /sinw;« sinwA ,, , „(coaw^ cosm\ ,, . 

+ [K) - K)] - [^2 - ^i\ y 

+ IK) - (W'l)] - [«^3 - W^l] ^ 

„(ainwn sinM;A „(aosWn cosm;^,, . 
vi-n = ö" ( -— — ^ d(x) - ^^^ I — — ^1 d(y) 

\ Qn Qi / \ Qn Q\ I 

• Hierin sind (m;,) — (%) die berechneten Winkel, m;, — w^ 
die beobachteten. 

Die Koeffizienten von d{x) und d[(^) werden mit den 
Näherungswerten berechnet, indem 

sinM;^ Xi x^ 



Qi Qi VW+W ' 

Qi ~ qI " ^xJ + {Ay 
eingesetzt werden. 

Die Behandlung dieser Fehlergleichungen nach der 
Methode der kleinsten Quadrate liefert d{x) ynd d^y) und 
damit als ausgeglichene Werte: 

A = {d) + {dy) 
als Bildweite und 

Qjl^ = X^ — {dx), ß JTg ===* ^2 ~ (dx). . ., ÜTZn = Xn — (dx) 

für die Lage des Hauptpunktes Q. 

§ 64. Genauigkeit der Bichtungsbesümmuiig. 

Für die in § 62, 1 für eine vertikale Bildebene er- 
haltenen Winkel v und w, welche die' Richtung nach einem 
Raumpunkte bestimmen, können wir noch die mittleren Fehler 
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ableiteui indem wir von den dort angegebenen Gleichungen 
aussehen: 

t&w = -T » tgt; = -r C08W = — smw = , . 

^ A' ^ A rj ^rj^ + A^ 

Durch Differentiation folgt: 
dw = (Aaf] — fj dA) - -ry- , 

dv = (cosm; rff — f sinw; dw) - r f cos«<; — -r^ dA . 

Geht man zu mittleren Fehlem m üb^r, so ist 



= cos^t; 1/- 



„ .^l^sin^w; _, , cos^«^ _ , S^cos^w „ 
m. = co82t; 1/- jy— < + -^i-^|+ ^, >h^ 



Kapitel XU. 

Berücksichtigung der Erdkrümmung. 
§ 65. Sphärische rechtwinklige Koordinaten. 

Die in den vorangegangenen Kapiteln behandelten Ver- 
messungen von Flächen, Linien und Punkten haben, soweit 
sie nicht der Absteckung und Festlegung im Gelände un- 
mittelbar dienen sollen, schließlich und hauptsächlich den 
Zweck, die Grundlage einer Karte zu bilden. Die Dar- 
stellung in derselben kann durch Eintragung der Messungs- 
linien und Richtungen im Anschluß an eine Anzahl von 
Hauptpunkten erfolgen, die nach gegebenen Koordinaten 
zunächst in die Karte eingezeichnet sind. Obwohl bei fier 
Benützung von graphischen Proben die Übereinstimmung 
der Karte mit den entsprechenden Maßen im Gelände (inner- 
halb erlaubter Abweichungsgrenzen) kontrolliert werden kann, 
so führt dieses Verfahren doch leicht zu solchen graphischen 
Ausgleichungen, die nicht nach mathematischen Grundsätzen^ 
sondern nach Willkür behandelt werden. 
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Deshalb ist die Konstruktion der Karte durch Ein- 
tragung der Yermessnngspunkte (sei es der Eckpunkte der 
Flächenpolygone, der End- und Kreuzungspunkte der Linien, 
der eingeschnittenen Einzelpunkte usw.) ebenfalls nach Ko- 
ordinaten schärfer und zuverlässiger. Denn einmal werden 
diese Koordinaten auf rechnerischem Wege vorher aus- 
geglichen, und sodann beeinflußt nicht die fehlerhafte Ein- 
tragung eines Punktes diejenige der übrigen ebenso eingetra- 
genen Punkte. 

Gerade der Zweck der rechtwinkligen Koordinaten für 
die Kartierung zeigt nun, daß für die praktischen Arbeiten 
der Landmesser usw. diese Koordinaten als ebene benützt 
werden müssen. Denn nur in diesem Falle, daß alle Punkte 
der Horizontalvermessung als in einer Ebene liegend an- 
gesehen werden, können die Entfernungen aus der Karte 
ohne weiteres entnommen werden. Um aber ebene recht- 
winklige Koordinaten zu verwenden, ist die Beschränkung 
auf ein kleines Yermessungsgebiet geboten, dessen Ausdeh- 
nung sich nach der geforderten Genauigkeit richtet (vgl. § 2). 

Bei der Vereinigung der Einzelmessungen zum Zwecke 
der Herstellung der Karte eines etwas umfangreicheren 
Gebietes kann aber das Koordinatensystem nicht mehr als 
ebenes angewandt werden. 

Insbesondere in Preußen besteht ein Anschlußzwang für 
alle Einzelvermessungen, soweit sie Neumessungen sind und 
eine Flächenausdehnung von 100 ha (im allgemeinen) er- 
reichen, an die staatliche Vermessung. Eine Anzahl von 
Hauptpunkten derselben sind in passender Verteilung als 
Anfangspunkte für die rechtwinkligen Koordinaten eines be- 
stimmten Bezirks oder Landes ausgewählt worden. Bei Be- 
rechnung der Koordinaten der Anschlußpunkte in bezug auf 
diese Nullpunkte kann die Krümmung der Erdoberfläche 
nicht außer acht gelassen werden. 

Bei der verhältnismäßig immer noch geringen Aus- 
dehnung der einzelnen Koordinatensysteme ist die Berück- 
sichtigung der sphäroidischen Gestalt der Erde im all- 
gemeinen entbehrlich. Vielmehr kann das betrachtete Stück 
der Erdoberfläche als Teil einer Kugel angesehen werden, 
die mit dem Ellipsoid an der betreffenden Stelle gleiche 
Krümmung besitzt. Sind IJ^ und üg die Hauptkrummungs- 
radien des Ellipsoids etwa im Koordinatennullpunkt, so ist 
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der Radius der Kugel demnach r = yB^B^ (vgl. S. S. XXIX, 
B. 77 und 96). Die Werte für iJi und ^ können für die 
BesselBchen. Erddimensionen (S. 54) aus Tafeln entnommen 
werden (z. B. AJbreckty Formeln und Hilfstafeln 35 e und 35k, 
wo der Krümmungsiudius im Meridian mit Ry der Quer- 
krümmungsradius mit N bezeichnet ist). Stehen Tafeln nicht 
zur Verfügung, so wendet man die Formeln an : 

a(l-e«) 



a 



(1 — e^sin^^?)* 



(1 — e* sin^ 




in denen e = 



9)*' 

_-i/a« — b» 



die Exzentrizität der 
Meridianellipse mit den 
Halbachsen a und b , q) 
die geographischeBreite 
bezeichnet. 

Auf dieser Kugel 
wird nun der Meridian- 
bogen des Koordinaten- 
nuUpunktes als Ab- 
szissenachse genommen. 
Als Ordinate eines 
Punktes wird der Teil 
eines durch ihn senk- 
recht zum Anfangsmeri- 
dian gelegten größten 
Kreises angesehen, der 
durch den Anfangsmeridian (die Abszissenachse) und den 
betrachteten Punkt begrenzt ist, oder kurz das von ihm 
gefällte sphärische Perpendikel. 

Die Ordinatenkreise schneiden sich sämtlich in zwei 
Punkten der Kugel, den im Äquator gelegenen Polen des 
Anfangsmeridians. Sind OF^ « x und OF^ = x' in Fig. 93 
die Abszissen der Punkte Pj und P', und sind F^F^ =y 
und 2^2 ^' = y' einander gleich, also Pj P' ein Bogen eines 
Parallelkreises zum Anfangsmeridian OF^F^y so ist der Ab- 
stand der Punkte P^ und F* von^[der Größe der Ordinate 
y ^=^y' abhängig. Nimmt man z. B. -Fi|2^2 = ä;' — ic = 1000 m 
an, und berechnet man für die geographische Breite (p = 51® 
die Länge von F^P' = Sy so findet man (nach F. G. Gcmß) 



§ 66. Lehrsatz von Legendre. 



257 



Om 
10000 
20000 
30000 
40000 
50000 
60000 
70000 
80000 
90000 
100000 



s 

1000,000 m 
999,999 
999,995 
999,989 
999,980 
999,969 
999,956 
999,940 
999,921 
999,901 
999,877 



s — {x' — X) 

0,000 m 
-0,001 
-0,005 
-0,011 
-0,020 
-0,031 
-0,044 
-0,060 
-0,079 
-0,099 
-0,123 



s — (x' — x) 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 



X — X 



814560 
203640 
90500 
50910 
32580 
22630 
16620 
12730 
10060 
8150 



Wenn daher bei der Kartierung die rechtwinklig sphä- 
rischen Koordinaten noch als geradlinige und die Ordinaten- 
linien wie in der Ebene parallel laufend erscheinen sollen, so 
darf man sich nicht wesentlich über 60 km von der Abszissen- 
achse entfernen. Bis zu dieser Entfernung wird der Fehler 
in der Länge von s bei einem Maßstab von 1 : 1000 in der 
Karte noch nicht 0,05 mm erreichen, also unmerklich bleiben. 
Mit wachsendem y vergrößert er sich aber allmählich immer 
schneller. Deshalb sind die Koordinatensysteme so gewählt, 
daß die Maximalentfemung von der Abszissenachse im Mittel 
54500 m beträgt und nur ausnahmsweise 70000 m erreicht. 
Ferner ist die Abszissenachse möglichst in der Mitte des 
Geltungsbereiches des Koordinatensystems gelegt. 

§ 66. Lehrsatz von Legenäre. 

Die Summe der drei Winkel eines sphärischen Dreiecks 
überschreitet 180®, und dieser sphärische Exzeß e wird nach 
der Formel berechnet (8. S. III, S. 136) 



r^Ti 



1800= -^^" = 



II1R2 ' 



wenn A die Fläche des sphärischen Dreiecks bezeichnet, für 
die mit genügender Genauigkeit bei meßbaren Dreiecken die 
Fläche des ebenen Dreiecks gesetzt werden kann, das zwei 



Galle, Geodäsie. 



17 
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Seiten und den eingeschloBsenen Winkel oder die drei Seiten 
mit dem sphärischen Dreieck gemeinsam hat (einer Vernach- 
lässigung von Größen vierter Ordnung entsprechend) 

A = ia6sinC= y5(s - a) (s - l)(s - c) , g_ ^+^ + c ,^ 

Für die Rechnungen auf der Kugel ist nun der von 
Legendre aufgestellte Satz von Wichtigkeit: 

Sphärische Dreiecke mit kleinen Seiten darf 
man wie ebene behandeln, wenn man jeden der 
sphärischen Winkel um den dritten Teil des ganzen 
sphärischen Exzesses vermindert. 

Die Befugnis dazu läßt sich auf folgende Art nach- 
weisen, e e e 

Sind a, 6, c die drei Seiten, J.+— , B+^, C+?-^ 

o o o . 

die ihnen gegenüberstehenden sphärischen Winkel, so ist 

nach bekannten Formeln der sphärischen Trigonometrie 

(S. S. III, S. 118) 

a -^"H 2— -^2rA 2 +2-^-3] 



sm* — -— 



2 

sm 



in(B+j)sin(c7+|-) 
oder mit Rücksicht auf J. + J5 + (7 = 180<> 

in — sin \A — -- 1 

2 \ 6/ 

in(5 + -i)sin((7 + -l)' 



sm 

sm^ — = — — I 

2 . ;^ . . . ... . . . , 



und ebenso cos^— - = 



Erhebt man die erste dieser Gleichungen in die dritte 
Potenz und dividiert sie durch die zweite, so folgt: 

d . „ € 

2 



sin ^ — - sin 3 — sm 






cos^ 



f sin^(5+^)sin(5-|)Bin^(c7+|)sin(0-A)- 
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Ganz ebenso erhält man: 



sm**— sin** — sm 



■-.(iJ-i) 



cos^ — 



sin^(^ + -i)sin(^-|)süx^(c7+|)sin(c- ^)' 



Dividiert man die beiden zuletzt erhaltenen Gleichungen 
und zieht die Quadratwurzel^ so bekommt man: 



a 
2 



sin^ ■— cos 






cos — sm^ — sm 



oder auch 

cos— sm^ -- 



. „ a 
sm 3 — cos 

Li 



fsin(B + |)sin3(B-l) 



= 1. 



Multipliziert man in dieser streng richtigen Gleichung 

beide Seiten mit ..^ , ^ . und zieht die Kubikwurzel, so 

o^sm^^ 

folgt, wenn noch 8 im Zähler und Nenner hinzugefügt wird, 

mit den Bezeichnungen 

I2J "^^2 



sin^ 



F^= ~ , F,= 



2 



K = 



sm»- y cos- 

sin(^ + |)sin3(^-|) 



* sinM 

sin'B 



F,= 



sin(5 + |)sin«(B-|)' 

17* 
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Wenn der Wurzelausdruck = 1 gesetzt werden kann, 
so erhalt man also wie beim ebenen Dreieck mit denselben 

€ 

Seiten und den um — verminderten Winkeln: 

a sinÄ 
h sinB' 

In der Tat läßt sich aber zeigen, daß jeder der vier 
Ausdrücke unter dem Wurzelzeichen von der Einheit oder 
der Logarithmus davon von null nur um Größen vierter 
Ordnung abweicht, wenn die Dreiecksseiten a, b, c als Größen 
erster Ordnung und e nach obiger Formel demnach als 
Größe zweiter Ordnung betrachtet werden kann. (Hierbei 
ist der Kugelradius r als Einheit gesetzt worden, im anderen 

Falle müßte durchgängig — , — , — statt a,6, c geschrieben 
werden.) r r r 

Es ist 

a 



•^(1)*= 



31g, 



lgco8-2=-g--i92 



960 



lg8m3-=-3^1g--2j-288Ö-j = -31g2+-8 

mithin mit Vernachlässigung von Gliedern höherer als vierter 
Ordnung: 



und 

\g{F,F,) ^ -^^(¥ - a*) . . . . 

Sodann gibt die Entwicklung nach Taylors ßeihe bis 
einschließlich zur zweiten Ordnung in e 

^ + -^1 = sin^ + — cosJ. — — sinJ. . . . , 

Ä——]= sinJ. — — cosJ. — — r sinJ. .... 
6/ 6 72 ' 
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also 

lg8in(.4+ 1) = lg8m^+ ^^(^ oos^-ilsin^) 



18 sinM 



lg8in(^-|)=lg8in^-^^-^(|cos^ + |Jsm^) 



«2 cos* -4 



72 sm2^' 
oder 



lg81Df^+ ^j — lg8m^+ ^ ctg^ 


18 


■iV^*^-' 


Igsm« M — g j _ 2 lg sm A g ctg^ 


36 


-3gCtgM..., 


lgsin-*J. Blgsin^ . 






Man erhält demnach 








t 




'«^« 12 8inM- 





und ähnlich 

lg^4 = +-^2 8in2i^' 



£2 



Demnach ist der Lc^rithmus der Kubikwurzel (mit 
Vernachläßsiguug der Glieder höherer als vierter Ordnung) 
oder auch der Logarithmus 

asinJg l_(j,4_ ^j^^(_2 L.'^ 

^ b smÄ 720 ^ ^ ^ "^ 36 [sin'B sm^ AJ ' 

In den Reihenentwicklungen ist e in analytischem Maße 



£ 



zu verstehen, so daß e der Kürze wegen statt — steht. Wenn 

dementsprechend in dem letzten Ausdrucke -^ = j 

für e^ eingesetzt wird, erhält man noch folgende Umformung: 
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a&mB b^ — a^ 



lg 



bsiuA 720 

72Ö"~ 



i" + « ' + ft2 _ «2 Un2£ sin^^yj 



«^ + *^ + p:r^l 



5 «2 62 (c^ c'2\' 

¥ ~ 02/. 



oder 



, asinjB 6^ _ «2 ^ „v *^ 

^isinJ^ 720 ^ 



§ 67. Berechnung der /SoJcIner sehen Koordinaten. 

Wenn die Aufgabe gestellt wird, auf der Kugel aus 
den Koordinaten x^y^ eines Punktes i\^ der Entfernung s 
eines zweiten Punktes Pg und der Sichtung von P1P2 die 
Koordinaten x^ ^2 des Punktes P2 zu berechnen^ so ist unter 
der Entfernung der Bogen eines größten Kreises durch P^ 
und P2 zu verstehen und unter dem Sichtungswinkel (x^ 
(der beim Kataster Neigungswinkel genannt und wie in der 
Ebene mit v bezeichnet wird) der sphärische Winkel in P^ , 
welchen der Großkreisbogen P1P2 mit dem nördlichen 
Zweige des Parallelkreisbogens P^P' einschließt, dessen 
Ebene zum Anfangsmeridian parallel ist. 

Der Sichtungswinkel (x auf der Kugel ist daher wohl 
zu unterscheiden von dem Azimut a^ d. i. dem Winkel, den 
der Großkreisbogen PiP2 mit dem Meridian P^JV in P^ 
bildet. Nur für die Punkte des Anfangsmeridians sind die 
Sichtungswinkel mit den Azimuten identisch. 

Der Sichtungswinkel (x^ der Sichtuug P2P1 unter- 
scheidet sich von (x^ nahezu um 180^. Wir führen an seiner 
Stelle vorübergehend /Sg = ^2 " 180^ ein, nämlich den Winkel, 
den die Verlängerung des Großkreisbogens P1P2 über Pg 
hinaus mit dem durch P2 zum Anfangsmeridian gelegten 
Parallelkreis bildet. 

Die Sichtungswinkel werden, wie in der Ebene von N 
über 0, Ä, TF bis 360^ gezählt. 

Aufgabe: Gegeben x-^, y^, s, öc^, gesucht X2, y^f ^3 
(oder ß^). 

*) In Band VIII von Gauß Werken S. 401 und 402 lauten 
die beiden Formeln irrtümlich: 

asinB^6*--a^ f« /_J 1 \ (6»— a«)(4a^+4&'— 6c«) 

^6sin^~ 180 "^SeUn'B sin^A/"" 720 
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Durch Pi sei einmal der Parallelkreis zum Anfaugs- 
meridian gelegt (Fig. 93 und 94), der den Ordinatenkreis 
vonPg inP' schneidet, und sodann der Großkreis durch P^P'. 
Durch letzteren entsteht das sphärische Dreieck P^P'P^j 
dessen Exzeß e sei. Ist femer der Exzeß des Vierecks 
F^F^P^P^y d. h. der Überschuß seiner Winkelsumme über 
360®, mit E bezeichnet, so sind die kleinen Winkel, welche 



F 



1 



F, 




Fig. 94. 



gleich — , indem die Winkel bei JF\ und jPg, femer die 



der Parallelkreis P^P^ mit dem Großkreis P^P' bildet, jeder 

Winkel des Parallelkreises mit den Ordinatenkreisen rechte 
sind. Mithin sind in dem von Großkreisen gebildeten 
Dreieck PiP'P^ 

die sphärischen Winkel 



ÖCi 



die ebenen Winkel 
_ E _e_ 
2 3 



a 



Gegenseiten 



^-T-i 



r 

s 
r 

u/ 
r 



P' 900 - ^ 

folglich 

Pg gO^^-Äi + E'+ß 90®— Äi+E'+le 

Summe ISO^ + fi Summe ISO». 

Die daneben gesetzten (ebenen), um \ des sphärischen 
Exzesses verminderten Winkel dienen zur Berechnung des 
Dreiecks nach dem Legendre^Gh&n Satze. 

Bezüglich der Seiten, deren lineare Längen P^P' = u\ 

P^P<.j = v', Pi Po = s seien, nehmen wir an, daß — * — , ^ 

" j.* ' ' T T V 
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als kleine Großen erster Ordnung angesehen werden können, 
und daß Größen höherer als vierter Ordnung vernachlässigt 
werden dürfen. Unter dieser Voraussetzung ist die Länge 
des Parallelkreisbogens und des Großkreisbogens P^P' 
gleich, wie aus folgendem hervorgeht. 

In dem gleichschenkligen sphärischen Dreieck Q P^ P' wird 
der Winkel bei Q durch den Bogen des Anfangsmeridians 



5^ ge™»».. D. «berfi« «f , .QF,--^ 



isty SO erhält man: 

w' -/^ . yi\ , . o/:7r yÄ 



cos 



cos 



X^ Xi 



oder 
1- 



= 8in2^ + cos2?^cos''^~''^ 
r r r 



u 



n 



+. 



u 



'4 



2r2 ' 24r* 



1- 



2r2 



24 r* 



cos 



2 



yi 



Wegen 



folgt: 



t4 



'2 



(a?g iTi) 



yi 



2r2 



2r2 eos^y + (4. Ordn.) 



^ „ (^2 - ^i) ^^i^ 



2r2 



24 r^ 



COS' 



(^2 ^l) (^ %) 



2r2 



w'2 (aJa — a;i)2 



•2 



COS 



8 



yi 



1- 



12 r2 r 



2—^)1 «yi 

24 r* J r 



r 



"^i^i^^oo^y^ 



r L 



24 r* 



und mit Vernachlässigung des Gliedes fünfter Ordnung: 



r 



^.ZL^cos^^ 



oder W = {x^ — x{) cos— . 

T T 



Der Ausdruck rechts ist aber die Länge des Parallel- 
kreisbogens PiP'y da sein sphärischer Abstand vom An- 

f angsmeridian — beträgt und der Meridiankreisbogen zwischen 

denselben Ordinatenkreisen ^x^—x^ ist. Also kann man die 
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Länge w' des Großkreisbogens mit der Länge des Parallel- 
kreisbogens vertauschen. 

Wir erhalten nun im sphärischen Dreieck P^P'P^y das 
wir nach dem Leqendreschen Satze durch ein ebenes ersetzen, 
indem wir noch r auf beiden Seiten im Nenner fortlassen: 



s 
cos 



(l+i) ' ^«(f+l) 



Da E und e als Größen zweiter Ordnung angesehen 
werden, so vernachlässigen wir in 



cos 



(IH)— -Ml+J)'- 



den Unterschied gegen 1 als Größe vierter Ordnung und er- 
halten wegen u'= («j — a;i)cos— und «'=^8 — 3/1 wiederum 
mit Ausschluß von Gliedern höherer als vierter Ordnung: 

X^-Xi = SCOS^«! - E--^j\l-\-^^, 



Vi 



-^i=s8in(«,-|-|.). 



Wäre die Berechnung der Koordinatendifferenzen in der 
Ebene statt auf der Kugel erfolgt^ so hätte man 

erhalten. 

Für die Berechnung der Exzesse genügt es^ die ebenen 
Flächen einzusetzen und dabei F^F^P'P^ als B^chteck zu 
betrachten: 

£« — — = Ä2cosaiSmai^, E=^uy^^ = y^sco^(x^^^. 

In den Korrektionsgliedern kann der Unterschied von u 
und u'y der selbst dritter Ordnung ist, vernachlässigt werden, 
und man erhält 
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(1) 



:c, = x, + u'+^=^x, + u'+E^' 



2r« ' ' ■ 2q" 
= X, + scos{oc, -E-^j + E^„ , 



(2) y, - 


»yi + 


v' — y^-\- ssinlöCi — 


E 

2 ' 


-t)- 




Endlicli 
Winkel bei 


folgt 


aus dem Viereck 


F,F,P,P„ 


dessen 






F, 


90« 












F, 


90« 












P^ 


90« + «1 












P2 


90« - ß^ 









sind, die Winkelsumme 360® + {(X^ — ß^- Andererseits hat 
dasselbe Viereck, das sich aus dem Viereck F^F^P'P^ und 
dem Dreieck P^P^P' zusammensetzt, die Wiiikelsumme 
360® + £" + e . Mithin erhält man 

ß^ = Xi — E — € oder 
(3) «2 = 180® + ai-E-e. 

Aus dieser Herleitung ist ersichtlich, daß statt des 
Meridians ein anderer größter Kreis durch den Anfangs- 
punkt als Abszissenachse gewählt werden könnte, wenn die 
Ordinatenkreise senkrecht dazu stehen und die Sichtungs- 
winkel von den Parallelkreisen zu jenem größten Kreis ge- 
zählt werden. 

Die obigen Formeln lassen sich aber leicht in diejenige 
Gestalt überführen, die ihnen Soldner gegeben hat. Zunächst ist 

(3a) (X2=180® + Äi-£'-£ = 180®+Äi-wyi^-t4i;-|-^. 
Sodann ist, wenn wieder 

gesetzt wird, falls diese Größen mit Gliedern erster oder 
höherer Ordnung multipliziert sind: 
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= y,+ssiix(«i-|--i) 



(2 a) 



Vi 



?^2 = J'i + s sin«! - 1^^ + — j s cos«! -„ , 



und endlich (8. 265) 

^2 = ^1 + scosai + I jfc + q jssinöCi -, 

Setzt man in den Korrektionsgliedem mit derselben 
Berechtigung wie früher y^ = y^ — v , so wird 



^2 y.2 ' 3^.2 ' 2r2 r2 2r2 

oder endlich 

(la) a^^^a^^+u + — -~^. 

Da in (la) j/g vorkommt, muß die Berechnung von (2a) 
vorangehen. 

Die Berechnung geht vom Anfangspunkt Pq aus, in 
dem der Richtungswinkel gleich dem Azimut ist, und man 
erhält dann durch (3) oder (3 a) im folgenden Punkt P^ den Rich- 
tungswinkel von PiPq. Ist dann der Winkel PqPiP2 be- 
kannt, so kennt man den Richtungswinkel (PiP^) usf. 



§ 68. Berechnung Ton Entfernung und Richtung aus 

den Koordinaten. 

Die umgekehrte Aufgabe lautet: Gegeben sind die 
sphärischen Koordinaten Xi, y^ und x^, y^ zweier Punkte P^ 
und P2 . Gesucht sind ihre sphärische Entfernung s und 
die Richtungswinkel öc^ und (x^. 
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Man erhält 






V — SshKXi — ^2 






-2/2 




-yi) 


W— 5 008^1 — X2 


* 2r2 "^"6r2 






^1 2r* ' 6r* 

0" 


■yi)* 



Hieraus ergibt sich 

V ^ u V 

— = tg^i , = — = 5 . 

M COSÄi SlDÄi 

Soll s allein bestimmt werden^ so kann man folgender- 
maßen verfahren. Es ist 

i;sin<Xi + t4cosöCi = s . 

Setzt man der Ebene entsprechend 

2/2 —Vi =s^f>\n(x, 

Xa — X-t ^^ 00 COS Okt f 

wo also Sq die Lange der geraden Verbindongslinie, oc ihr 
Richtungswinkel gegen die Abszissenachse ist^ so kann man 
in den Korrektionsgliedem oci and (x vertauschen. 

s^iPi — Vi) sinöCi + {x^ — iCi) coBÄi 

{ x^ - x^Y (2 yi + yg) .„ ^ 

^ (^ -^)(yi-2yiy2-2^) ^^^^ 

6 y** 

s = Sq cos(äi — a) 

+ -^^72|^<(2yi + y2){y2 - yJ + y? - 2^1 y, - 2 -» 
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oder da cos(öCi — oc) = 1 (bis äj — öc = l',5 bei sieben- 
stelliger Rechnung), so ist genügend 



i2, 



5 == «0 - g^3 (yf + j/i 3^2 + yl) 



und 



- 6V2"(^^ + yi 3/2 + yl) 



log5o = logs + ^ cos« « Ö/i + J/i 2/2 + yi) • 

ß 

Bezeichnet man — = F als die Vergrößerung, so ist 
diese ^ 

6r2 

Wenn man die Punkte P^ und Pg unendUch nahe zu- 
sammenrücken läßt, so erhält man als Grenzwert das Ver- 
größerungsverhältnis an einer SteUe 

Für (x = 0, also parallel zur Abszissenachse, erreicht 
es den größten Wert 1 + -^—^, für die dazu senkrechte 

Richtung ist dagegen F = 1 . 

F stellt die Verzerrung dar, welche die Berechnung der 
Entfernungen Sq nach den für die Ebene gültigen Formeln 
gegen die wahren Entfernungen s auf der Kugel zeigen 
würde, wofür bereits in § 65 eine kleine Tabelle gegeben 
ist, welche die Maximal Verzerrungen in verschiedenen Ent- 
fernungen von der Abszissenachse darstellt (F hängt nur 
von y ab). 

Die sphärischen rechtwinkligen Koordinaten können 
wie ebene zur Kartenzeichnung verwendet werden. Aus den 
voranstehenden Entwicklungen ersieht man jedoch, daß die 
geradlinigen Abstände in der Karte dann um so weniger 
den sphärischen Entfernungen und die Richtungswinkel in 
der Karte den sphärischen Richtungswinkeln gleich gesetzt 
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werden dürfen^ je weiter man sich von der Abszissenachse 
entfernt. Innerhalb der Gebiete der ausgewählten Koordinaten- 
systeme wird praktisch der unterschied bei den gebräuch- 
lichen Kartenmaßstäben nicht merkbar^ wie oben gezeigt 
wurde. 



§ 69. Entfernniig und Azimute ans geographischen 

Koordinaten. 

Die Voraussetzung des vorigen Paragraphen, daß im 
Anfangspunkt des Koordinatensystems die Polarkoordinaten 
(Eintfernung und Azimut) eines Punktes, dessen rechtwink- 
lige Koordinaten berechnet werden sollen, gegeben sind, 
mrd nicht immer erfüllt sein. Die Abrisse der Landes- 
triangulation enthalten nur die Polarkoordinaten der von der 
betreffenden Station sichtbaren Punkte oder wenigstens nahe 
gelegener Punkte. Dagegen sind von der Preußischen Landes- 
aufnahme die geographischen Koordinaten sämtlicher trigo- 
nometrischen Punkte berechnet und veröffentlicht, und es ist 

dadurch die Möglichkeit 
gegeben, die Polarkoor- 
dinaten eines Punktes in 
bezug auf einen anderen 
abzuleiten. 

Die Aufgabe lautet: 
Aus den geographischen 

Koordinaten zweier 
Punkte, nämlich ihren 
Breiten ^p^und q)^ und ihrer 
Längendifferenz A,dieEnt- 
femung s zwischen ihnen 
und die Azimute a und 
180^ + a' zu berechnen. 
In dem Dreieck, das auf der Kugel von den Meri- 
dianen der Punkte P^ und P^ und dem Großkreise P1P2 
gebildet wird, sind die einander gegenüberliegenden Stücke 




Fig. 95. 



Winkel bei P^ a 

P2 180<> 
N X 



Gegenseite 90^ — q)^ 
a' 90 -^1 

s. 
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Die Gauß &chen (Delambreschen) Gleichungen (S. S. III, 
S. 120) geben : 

(1) sin - sin — — = cos ^" ^ ^^ sin- , 

(2) sin-cos- - — = sin ^" ^ ^' cos— , 

(3) cos- sin — ^ — = sm ^' ^ ^' sin- , 

/A\ ^ a' — a 9^2 — 9^1 ^ 

(4) cos — cos — ^r — = cos ^ cos — . 

dt Lt Ct Li 



Führt man 

9^2 + 9^1 



= 9^0^ 9^2 — 9^1 = ^9^ > 



— ^ — == «0 > a' — a = Ja 

Li 

ein, so erhält man für kleine Werte As und JA von s 
und A und demnach auch von A(p und Ja 

nach (1) As sinao = J A cos^^o y 

nach (2) Js cosao = ^9^ ? 

nach (3) Ja = J A sin9?o • 

Die geographischen Koordinaten lediglich auf die Erde 
als Kugel bezogen, haben aber wenig praktischen Wert, weil 
die Abplattung der Erde hierbei viel einflußreicher ist als 
bei den rechtwinkligen Koordinaten. Es genügt indessen 
für den hier ins Auge gefaßten Zweck, die Abplattung nur 
in genäherter Weise zu berücksichtigen. 

§ 70. Verkürzter Breitenanterschied. 

Zu diesem Zwecke gehen wir auf Fig. 23 (S. 47) zurück. Die 
Normalen des ümdrehungsellipsoids in den Punkten P eines 
Parallelkreises schneiden sich sämtlich in einem und 
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demselben Punkte R" der Erdachse, während die Normalen 
zweier benachbarter Punkte P und JP' eines Meridians 
sich früher, in einem Punkte R' außerhalb der Achse treffen. 
Es sind dann, wenn P und P' als unendlich nahe betrachtet 
werden können, PR' = P'R' = üi und Pü" =- IJ^ die Haupt- 
krümmungsradien im Meridian und im ersten Yertikalkreis 
des Punktes P. 

Um die Formeln der sphärischen Trigonometrie an- 
wenden zu können, muß man eine Kugel zugrunde legen, 
aber man berücksichtigt die EUiptizitat der Meridianellipse 
dadurch, daß man den Querkrümmungsradius R^ als Kugel- 
radius wählt, welcher der mittleren geographischen Breite 
an der betrachteten Stelle entspricht. Dann erhält man 
eine Kugel, deren Mittelpunkt R'^ in der Rotationsachse 
des Erdellipsoids liegt. Nun ist der Winkel P'R'P = Aq) 
der Unterschied der geographischen Breiten der Punkte P 
und P', während der Winkel P'R'^P = Aq)' als verkürz- 
ter Breitenunterschied bezeichnet werden möge. Wegen 
der Kleinheit dieser Winkel kann PP' als Kreisbogen so- 
wohl in bezug auf R'y als auf R^' als Mittelpunkt aufgefaßt 
werden, und man kann setzen: 

erstens: Bogen PP'^ R^Aq? , 
zweitens : Bogen PP' = iJg J 9?' , 
so daß man 

zur Berechnung von Aq)' erhält oder auch 

^9-^<p'=^<p(l-§-^<Pj^^ (vgl. §16). 

Wenden wir dies auf die Formeln des vorigen Para- 

graphen an, in denen der Radius als Einheit angenommen 

As 
und daher statt einfach As geschrieben wurde, so muß 

^ As As 

man jetzt den Radius iZg, also -^ statt — bzw. statt As 

./ig T 

einfuhren und gleichzeitig Aq) durch Aq)' ersetzen. Damit 
gehen die dort erhaltenen Ausdrücke in folgende über: 
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^S . ., As A , ^ A 

J A GOS9?o __ JR%AXqo^(Pq 

<Pi + 9>i ^ a'+a 

2 ^ ^^ ' ~T~ ^ ""' ' 

As AXcosq^Q Aq>' B^ A<p 



R2 sinao cosao R^ cosao 



oder 



= |/(^J9p)V(JA)«co8Vo 

A __ Ri Aq) ^ jBg ^Aco89?o 
q" cosoo q'' sinao 

= |/^i-^ + ^ pi y 

wo noch ^^' hinzugefügt ist^ wenn Aq> und Ak m Sekunden 
gegeben sind. 

Diese Formeln werden in der Regel als Differential- 
formeln abgeleitet (vgl. § 72), sie sind aber bei voller 
Rechenscharfe bis etwa s = 10 km, bei der mit sechsstelliger 
Rechnung erreichbaren Genauigkeit bis 5 = 30 km Entfernung 
anwendbar. 

Für die umgekehrte Aufgabe, die insbesondere als geo- 
datiüBche Hauptauj^abe bezeichnet wird, nämlich aus den 
Polarkoordinaten die geographischen Koordinaten zu be- 
rechnen^ geben dieselben Formeln nur eine Losung mit in- 
direkter Rechnung. 

Gegeben q>^y As und a^ gesucht q)^y AX und a' (bzw. 
1800 + aO. Es ist 

.As .. Jssina« a , ^^ . 

Aq>^^^QXi^a^^ Ak=^-= -, Aa =^ a' — a = AX^voap^ . 

j\ H^ cos 999 

In mittleren Breiten sind diese Formeln bei einer Ge- 
nauigkeit von JhO'^Ol bis Js = 40 km anwendbar. Für 
dieselbe Aufgabe soll aber noch eine direkte Losung folgen. 

Galle, Geodasi«. lg 
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§ 71. Geodktisehe Hsnptaii%sbe durch sphkiiseh- 

rechtwinklige Koordinaten. 

Die hier ausgewählte unter den zahlreichen Behand- 
lungen der Aufgabei aus der Breite q>i des Punktes P^ , der 
Entfernung P^P^ » s und dem Anmut a von P^P^ in P^ 
die Breite <p^ des Punktes P,, den Langenunterschied 1 
beider Punkte und das Azimut a' der Verlängerung des 
Bogens P^P^ in P% zu berechnen^ benützt die rechtwink- 
ligen Koordinaten von P^ in bezug auf P^ als Anfangspunkt. 

Es sei (Fig. 95) Pl^^ der Meridian in Fl, P^JN' der Me- 
ridian mP^i P^F em größter Kreisbogen, der auf dem Meri- 
dian P^N senkrecht steht. Wir setzen P^F^x, FP^=^y. 

Im Dreieck P^FP^ mit dem Exzeß £ sind die Winkel 

P^=^a, jP=90% P8 = 90<> + €-a. 

Man hat 

(1) tgx =» tgs cosa y 

siny = sinssina , 

(2) tg^ = sinj;tga . 

Im ebenfalls rechtwinkligen Dreieck FNP^ sind die 
Winkel und G^enseiten 

N ^X, FP.^y, 

F -90«, P,-Pr=90<>-^, 

P^ = 900- y , FJV^ =. 90« - (ipi + X) , 

wenn man bedenkt^ daß die Breite von F ^ q>^'\- x \atj und 
wenn mit y die Meridiankonvexgenz, d. h. der Winkel^ den 
der Meridian P,^ in P^mit einem Parallelkreis zum Meridian 
P^N einschließt, bezeichnet wird. Es ist 

008(9)1 + x) 
sin9>2 = 8in(9)i + x) cosy , 
tg<Pt='tg{q>i-\-x)ofMk. 
Im Dreieck P^P^N sind die Winkel und G^enseiten: 

Pi-^a, P,iV =90»-9Pg, 

Pj = 180» - a', Pi JT = 90» - 9)1 , 



(3) 



1 
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also 

Bina = srna ^-^ . 

COS9?2 

Hat man aus der GleichuDgsgruppe (1) und (2) x und y 
berechnet, so erhält man aus (3) X und q>^, aus der 
letzten Gleichung a\ 

Dieselbe Bechnungsgenauigkeit^ die hierbei durch zehn- 
stellige Bechnung zu erreichen wäre, wird etwa durch sieben- 
stellige Rechnung erlangt, wenn man mit C, F. Qauß den kleinen 
Breitenunterschied d der Punkte F und Pg einfuhrt und 
ebenso den Azimutunterschied berechnet. 

Letzterer ergibt sich sofort aus 

NP,P,^NP,F+FP,P, 

oder nach obigem 180 ^ — a' = (90^ — y) + (90^ + € — a), 
nämlich a'— a = y — e; also 

(4) a' = a + y — € . 

Hierin sind e und y zu bestimmen. Aus Dreieck 
P1P2F folgt 

ctg« ctg(90^ + € — «)= cos« = 1 — 2 sin^ — oder 

o 

— co8asin(€ — a) = 8inacos(€ — a) — 2sinacos(c — a)sin2— , 

sing = 2 sin« cos(e — a) sin^ — . 

TV / X siDic sina; - , ^ 

Da cos(€ — a) =« -; — = , so folgt 

sm5 ^.88 
2 8m — cos— 

dt £t 

g 

(5) sine = tg— sino; sina . 

dt 

Aus Dreieck KP^F folgt: 

^ smy 

oder 

(6) tgy = tg(9?i + ^) siny = tg(9?i + x) sin« sina . 

18* 
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Um d zu berechnen^ schreiben wir ^ =« 9?i + ^ — 9^2 > 

sini = sm(9?i + a; — q)^ = 8in(9?i + x) co%q>^ — oos(9?i + x) wiq)^ 

=co8(9?i + a;)co89?2 [tg(9?i + a;) — tg9?j]. 

Der Klammerausdruck ergibt sich aus dem Dreieck NP^F 

^9i =* tg(9^i + ^)co8i = tg(9?i + a;) ^1 - 2 sin« ^-j > 

nämlich 

X 

tg(9?i + a;) - tg9?2 = 2 sin« — tg(9?i + a?) . 

Setzt man dies ein^ so wird 

X 
sind = 2 cos(99i + x) CO8992 sin« — tg{q>x + x) 

X 

= 2 sin(9?i + a?) cos9?2 sin^ — 

-I 1 sinv sinv 
oder, da cosa?^ = -^ =« r-^ — i- ist, 

2 8m— cos— 

sind = 8in(9Pi + a;)sinytg— 

oder mit Bücksicht auf (6) 

X 

(7) 8ina = cos(9?i + a;)tgytg— , 99^ = 9^1 + a; — d . 

Die Rechnung beginnt mit den Gleichungen (1) bis (3), 
aus denen x^ y^X erhalten werden, darauf wird t aus (5) 
und y aus (6) berechnet. (7) liefert b und (4) a', womit 
alle gesuchten Stucke gefunden sind. 

Wenn der Punkt P^ auf dem Anfangsmeridian liegt, 
also das Azimut a gleichzeitig auch der Richtungswinkel 
von P1P2 ^st, 80 erhält man im Punkte Pg den Richtungs- 
winkel a' — y y insofern dieser Winkel dann von dem Par- 
allelkreis zum Anfangsmeridian gezählt ist. 

Der Radius der Kugel, auf welcher das Dreieck P^FP^ 
liegend angenommen wird, kommt bei der Auflösung in § 71 
nicht in Betracht. Nur wenn der Wert von 8, der etwa 
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in Bogensekunden ausgedruckt wird und auch als Zentri- 
winkel am Mittelpunkt der Kugel aufgefaßt werden kann, 
aus der kürzesten Entfernung der Punkte P^ und P^ auf 
der Erdoberfläche berechnet wird, so kommt es auf den 
Radius an. Man konnte etwa wiederum den Badius iZg 
mit Kücksicht auf die Auseinandersetzung in § 70 wählen. 
Indessen ist noch eine größere Annäherung an die Rech- 
nung auf dem Ellipsoid möglich, wie im folgenden gezeigt 
werden soll. 



§ 72. Das sphärische Polardreieck mit reduzierten 

Breiten. 

Denkt man sich in Fig. 96 zunächst für die in der 
Ebene der Zeichnung liegende Meridianellipse die y- Ordinate 




eines Punktes (mit W^lassung des Iudex 2) mit der geo- 
graphischen Breite 0C'A^=q) bis zum Durchächnitt mit dem 
Hauptkreis der Ellipse verlängert^ dessen Radius der halben 
großen Achse derselben a gleich ist^ so erhält man den 
Schnittpunkt P. Der Winkel PCA = xp wird in der Geo- 
metrie exzentrische Anomalie (vgl. S. S. VIII, S. 226) ge- 
nannt^ in der Geodäsie als reduzierte Breite bezeichnet. 
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Es ist die Abszisse des Punktes P oder aach der Radius 
des Parallelkreises des Punktes ^ (vgl. § 16 und S.S.yill, 
S. 227): 

X = a cos v^ , y = b sinv^ = a y 1 — e* sin ^ . 

Zwischen der reduzierten und der geographischen Breite be- 
steht also die Beziehung (vgL S. 49): 

tgv^ = tg9?yi — e«. 

Nun möge ä^i^s ^^^ geodätische Linie auf dem Ellip- 
soid sein 9 welche mit dem Meridian N'^^ das Azimut o^, 
mit dem Meridian N'^^ das Azimut 180^ + <h einschließt 
(oder ihre Verlängerung über $2 hinaus das Azimut o^). 
Dann gilt der Satz von ClairatU für geodätische Linien auf 
Eotationsflächen (s. 8. S. XXIX, S. 117): 

x^ • sina^ =^ Xj • sinOj y 

mithin auch acos^^sina^ = acosv', sinoj , worin die Halb- 
achse a sich forthebt. 

Wenn man daher das Dreieck NP^P^ auf der dem 
Ellipsoid mit der großen Halbachse als Radius umschrie- 
benen Kugel konstruiert^ dessen Seiten NP^ = 90^ — tp^ , 
NP2 = 90® — xp2 siiid, so sind die Azimutwinkel des Groß- 
kreisbogens PiPj niit den Meridianen P^N und P^N 
gleich a^ bzw. Oj, weil nach dem Sinussatz 

cosxpi sina^ = cos ^2 ^^<h 

ist, also gleich den Azimuten der geodätischen Linie auf 
dem Ellipsoid. 

Betrachtet man nun kleine Bogenstücke PiP^ = ds 
und $1^2 =dS, die als Differentiale gelten können, dann 
kann man sie als geradlinig betrachten und ihre Projektionen 
auf den durch einen ihrer Endpunkte gehenden Meridian 
und Pai*allelkreis wie in der Ebene berechnen. Der Radius 
des Parallelkreises auf dem Ellipsoid ist (nach § 16) ü^ cos^, 
der auf der Kugel a cos^ nach obigem (vgl Fig. 96), wäh- 
rend die Badien der Meridianbogen bezw. auf dem Ellipsoid 
und auf der Kugel 22^ und a sind. Mithin findet man, 
wenn noch das Azimut der geradlinigen kleinen Strecken 

et* "4" €^ 

«0 = o > ^^ Verwechslungen mit der Halbachse vor- 
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zubeogen, benannt wird und dl der Langenunterschied auf 
dem Ellipsoid^ dX auf der Kugel ist: 

Ellipsoid Kugel 

dS 00800 = R^dq^ B.ds cosao = a di/^ 

dS sinao = B^ coatp dJ2 a da sinao = a cos^ dX . 

Die Formeln f iir das EDipsoid stimmen genau mit den- 
jenigen überein, die sich am Schlüsse von § 70 finden, wenn 
man dort l durch l, 8 durch S ersetzt. 

Aus der Oleichsetzung der Ausdrücke für cosa^ und 
derjenigen für sinao folgt mit Bücksicht auf S. 50 und 

dtp COS^V^ rz ^ -1 coQip l/-ßi 1 



Vi — e^ und we£!:en !^ = 1/' 

' ° COS 9? f j 



d(p oo&^q>^ cos 9? f B^ yi _ q2 

Diese Differentialformeln, die also auf der Gleicheit der 
Azimute der geodätischen Linie auf dem Ellipsoid und des 
Oroßkreisbogens in dem Hilfsdreieck auf der Kugel mit 
dem Radius a beruhen , sind in mittleren Breiten für Ent- 
fernungen bis etwa 250 km noch auf +0'^01 in Bogenmaß 
genau. 

Führt man daher in den Formeln des vorigen Para- 
graphen die Kugel mit dem Radius a ein und ersetzt die 
geographischen Breiten durch die reduzierten Breiten, so 
ergibt sich folgender Rechnungsgang, der innerhalb jedes 
Geltungsbereiches der rechtwinkligen Koordinatensysteme des 
Deutschen Reiches nahezu dieselbe Genauigkeit, wie auf dem 
Ellipsoid, gewährt. Aus der Entfernung S (etwa nach den 
Angaben der Landesaufnahme, vgl. die Tabellen in § 47, 
indem wir 8 statt dS und 8 statt d8 schreiben) auf der 
Erdoberfläche wird der sphärische Bogen 8 berechnet: 



Ry a 



tga; = tgÄCOsa, siny = sin^sma, tgA = 



cos(vi +Ä?)' 
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^ yi— e* 

tgy = 8inytg(vi + x), sine = tgy tg— cosa , 

[diese Formel folgt aus § 71, (2) und (5)] 

a' = a + y — fi 
und der eUipsoidische Längenunterschied l = ^1/^ • 

§ 73. Rechtwinklige und geographische Koordinaten. i 

Wenn nicht Polarkoordinaten gegeben sind^ sondern I 

geographische Koordinaten, so könnte man nach den vorher- l 

gehenden Paragraphen zunächst Polarkoordinaten ableiten ^ 

und von diesen (nach § 67) zu den rechtwinkligen über- { 

gehen. Dies würde aber ein Umweg sein, vielmehr ist bei 
dieser häufig vorkommenden Au%abe eine direkte Verwand- 
lung rechtwinkliger und geographischer Koordinaten inein- , 
ander ein Bedürfnis. 

Die sphärische Lösung ist verhältnismäßig einfach, durch 
kleine Änderungen soU sie nachher in genügender Näherung | 

dem EUipsoid angepaßt werden. 

I. Auf der Kugel vom Radius r (mit geringer Ver- 
änderung der Bezeichnungen in Fig. 95) ist der Anfangspunkt 
der Koordinaten durch seine Länge und die Breite q?Q gegeben. 
Für einen Punkt P sind die rechtwinkligen Koordinaten xy 
gegeben, gesucht werden seine geograpl^hen Koordinaten: 
die Breite <p und der Längenunterschied X gegen 0, sowie 
die Konvergenz y der Meridiane beider Punkte. 

Fällt man von P das sphärische Perpendikel PF auf 
den Anfangsmeridian durch 0, so ist OF=x, PF^y, 
Li dem entstehenden rechtwinkligen Dreieck zwischen den 
Meridianen und P JF ist der Winkel am Pol N der Längen- 

7t 71 fi 

unterschied A, die Seiten sind -z: a>' und -zz — w und ~, 

X 2 ^ 2 r 

wenn 9/ = ^p^j -j — die geographische Breite des Fußpunktes F 

ist. Mithin erhält man nach dem Cosinussatz [8. S. III. S. 107^ (3)] 
mit Vernachlässigung der Glieder vierter Ordnung 



sin 9? = sin9?'cos-|^ = wap' [l - ^j , 



f 
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oder genügend genau 

sin 9?' — sin^? = {ip' — q?) COS9?' = ^—^ sin 9?', 

Femer ist [8. S. HI. 8. 107, (9)] 

A = |- 860?^' - 1^ tgV' sec^j' . 

Die Meridiaukonvergenz y endlich, d. i. der Winkel, 
welchen ein Parallelkreis durch P zum Anfangsmeridian mit dem 
Meridian in P einschließt, folgt aus demselben Dreieck NPF, 
in dem der Winkel bei P 90" — y ist: 

sin— 
r 



j' = tgy-^ = (f^|^)w-J^i«V, 



also 



7 = jig<P' -^s*S<P'0- + 2tgV')- 



II. Die umgekehrte Aufgabe lautet: aus den g^benen 
geographischen Koordinaten der Punkte und P, nämlich 
(Pq y cp und dem Längenunterschied X , die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten X, y von P und die Meridiankonvergens y zu 
berechnen. 

\ Zunächst berechnet man die Fußpunktsbreite (p' des 

' Punktes F [«ach S. S. HI, 8. 107 (8)] 



^^<P' = tg9?secA = tg9? ( 1 + — j , 
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oder genügend genau 

tg9?' — ig(p = {(p' — <p) secV = Y *8^ ' 
also 

^' = ^ -j- — sin 9? cos 99 . 

Dann ist 
y berechnet sich aus der oben au^estellten Gleichung 

also 

y «rAcos9?'H — 5-COS9?' 5— cos' 9?', 

y » rAcos9?'H — 5-co89?'ßin*9?'. 
Endlich ist [nach (5) in S. S. m. S. 107]: 
iny = 8inA6in9?'= U ^J8in9?', 

, sin*y , . , ^' • / . A»8ia»9?' 
y = siny H g-^ = X sin^p' — — sin^?' -\ q~' 

y = A8in9?' ^ sin 9?' 008^9?'. 

D 

Um diese Formeln auf das EUipsoid zu übertragen, 
legen wir nach § 70 die Kugel mit dem Eadius B^ (für die 
Breite des Fußpunktes jP) zugrunde. Gleichzeitig muß 
dann an Stelle der Differenz der geographischen Breiten der 

verkürzte Breitenunterschied, also -^ (9?' — 9?) an Stelle von 

(p' ^ (p eingeführt werden. Man erhält demnach: 



sm 
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oder 

Ebenso geht cp' — q)^ = — durch diese Substitutionen 



über in: 






also wird die Fußpunktsbreite 9?' = 9?o + -p-> wo B^ ent- 
sprechend der Mittelbreite des Meridianbogens — — ^-^ an- 
genommen wird. 

FQgt man noch den Faktor q^' hinzu, um die Koordi- 
naten in Bogenmaß (in Sekunden) auszudrucken, so erhält 
man folgende G^brauchsformeln: 

1. Gegeben: q?o^ x, y, gesucht: (p' y q)^ ly y . 
Geographische Breite des Fußpunktes F: 

<P '^'^Po + ^Q ^iq tur j . 

Geographische Breite des Punktes P: 

9' = 9''-2i^e"tg9'' {R, vaid B, im <p') . 
Geographischer Langenunterschied: 

Meridiankonvergenz : 

2. Gegeben: <Pq, (p, A, gesucht: x, y, y. 
Geographische Breite des Fußpunktes F: 
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Koordinaten von P: 

9^' — <?^o 



X = 



Q 



y==-^ii2C089?' + -^--^cos9?'sin29?' {B^imq)'). 
Q *^ Q 

Meridiankonvergenz : 

y = Xsinq)' — ^^^ sin9!?' 008^9?' . 

Zur Erleichterung der Rechnung dienen Tafeln, die in 
der Regel R^ sinl^' =» -^ und i?^ sü^l" = —^ enthalten. Dar- 

men. Man überzeugt sich am leichtesten von der Richtigkeit 
der Formeln bezüglich der Potenzen von ^" durch Betrach- 
tung der Dimensionen der einzelnen Glieder, die innerhalb 
derselben Formel gleich sein müssen, wenn <p,g^^,(pofX,y,Q'^ 
in Bogenmaß, Xy y y R^y It^ in linearem Maß gemessen sind. 
Setzt man cp' in die Formel für x ein, so entsteht: 

X = — ^-^lÄ + -TT-r ^^^^ cosa? 

{q in derselben Einheit wie 9? — q)^) . 

Hier kann man das erste Glied aus einer Tafel ent- 
nehmen, welche die vom Äquator gezählten Meridianbogen 
in Metermaß enthält. Eine im Intervall von 1' fortschrei- 
tende Tafel der elliptischen Meridianbogen für die Breiten 
^ = 440 bis 55® enthält F. G, Gauß, Die trigonometiischen 
und polygonometrischen Rechnungen in der Feldmeßkunst. 
(3. Auflage 1906). 
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